Odvodi

funkcija | odvod
c|0
z" | nzn!
a® | a®lna
fa |
z® | z%(1+Inx)
In(x) %
log, () ﬁw)
sin(z) | cos(z)
cos(z) | —sin(zx)
tan(z) m
cot(z) | — Smé(x)
arcsin(zx) —
arccos(z) | — \/117?
arctan(zx) 1+112
arccot(z) | — 1_'_1302
sh(z) = 51725_1 ch(z)
ch(z) = ez+267w sh(x)
th(z) = i?ﬁf? I
cth(z) = ﬁ S}izl(z)
arsh(z) = In(z + V22 + 1) —
arch(z) = In(xz + Vo2 — 1) \/Z
arth(z) = %ln }f—i (1+z)1(17z)

Osnove kombinatorike

Rodovne funkcije

b
iqn: 1 anzl_qb-H
n=0 L—q n=0 l—q

b
iqn: qa an: qu._qb+1

a" =" =(a—b)(a" L +a" b+ ...+ ab" "2 4"

a(]+.“+ak_12k71

1—zk

n

(+y)" =) (:)fc"*kyk

k=0

e ()

k=0

Bx(w)zz<;\l)m":(1+x)*; (2) :;
Izbori

Imamo n ostevilcenih kroglic. Na koliko nacinov lahko izber-
emo k kroglic?

s pon. | brez pon.
variacije
urstni red je nk nt
pomemben
kombinacije
vrstni red ni (nHszl) (Z)
pomemben

(:) - % - k!(nni k)

Pravila za ra¢unanje z dogodki

idempotentnost AUA=A=ANA
komutativnost AUB = BUA
ANB=BnNA
asociativnost (AUB)UC =AU (BUC)
(ANB)NC=ANn(BNC)
distibutivnost (AUB)NC =(ANC)U(ANC)
(ANB)UC=(AUuC)N(AUC)
De Morgan ( U Ai)B = ﬂ AE
i€l iel
(N4 =U a7
i€l iel

AuQ=0Q AnQ=A

AUD=A AnO=20

AuAb=q0 anal=9
Neprazna druzina dogodkov F v (1 je o-algebra, ce velja

e zaprtost za komplemente:

AcF = AbcF

e zaprtost za Stevne unije:

oo
Ay, Ag, € F = (JAieF

=1

Ce zahtevamo zaprtost le za koncne unije, je F le algebra.
Ker je po De Morganovem zakonu (J;¢; AE)C = Nies A
imamo zaprtost tudi za preseke.

Ker je AA\B=AN B je algebra zaprta tudi za razlike.
Najmanjsa algebra je trivialna: {0, Q}.

Najvecja algebra je: P(Q2).

Najmanjsa algebra, ki vsebuje E je {0, E, ED, Q}.

Dogodka A in B sta nezdruzljiva (disjunktna), ¢e je
AUB=0.

Zaporedje {A;}; € F (konéno ali Stevno mnogo) je popoln
sistem dogodkov, ce

Jai=0

Verjetnost na (2, F) je preslikava P : F — R z lastnostmi:

AjUA; =0,Y8,5:0#j

= a0+...+ak,1xk_1+a§+...+ak,1m2k_1+...

e P(A)>0zaVAeF
e P() =1
e Za paroma nezdruzljive dogodke {A4;}32, velja stevna
aditivnost
oo oo
P(J Ai) =) P(A)
i=1 i=1
Lastnosti P:

e P(0)=0
e P je kon¢no aditivna.
e P je monotona: AC B = P(A) < P(B)

P(A%) =1 - P(4)

o P je zvezna:

A1 C Ay C--- = P(|J) = lim P(Ay)
71— 00
i=1
oo
Bi2By 2 = P(()) = lim P(B)
1—> 00
i=1

P(AY =1 - P(4)
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Ce lahko prostor izidov razbijemo na paroma nezdruzljive
enako verjetne dogodke, jih lahko obravnavamo kot izide: ce
je dogodek A unija k od n takih dogodkov, je P(A) = k/n.

Nacelo vkljuéitev in izkljuéitev

P(A1 UAQ) = P(Al) -|—P(A2) — P(A1 ﬂAg)

P(Uan= > 1P A)
i=1 0#£5C|n] ics
Pogojna verjetnost
P(A|B) = P(ANB)
P(B)

Izrek o polni verjetnosti
Ce Hi, Hs, Hs, ... tvorijo popoln sistem dogodkov (tj.
vedno se zgodi natanko eden izmed njih), velja:

P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(AlH2) + ...

Dogodkom H; ¢esto pravimo hipoteze in jih je lahko konéno
ali pa stevno neskonéno
Bayesova formula
P(H;)P(A|H;
P(4)

_ P(H;)P(A|H;)
P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2) + ...
Brezpogojnim verjetnostim P(H;) pravimo apriorne,
pogojnim verjetnostim P(H;|A) pa aposteriorne verjet-

nosti hipotez.

P(H;|A)

Neodvisnot dogodkov

Dogodka A in B sta neodvisna, ¢e velja:
P(ANB)=P(A)P(B)

Ce je P(B) > 0, je to ekvivalentno pogoju, da je P(A|B) =

P(A). Ce je 0 < P(B) < 1, pa je to ekvivalentno tudi

pogoju, da je P(A|B) = P(A|BY). Dogodki A1, A2, A3, ...

so neodvisni, ¢e za poljubne razlicne indekse i1,42,..., %

velja:

P(Ail ﬂAiz N ﬂAZk) = P(Azl)P(Azz)P(Azk)

Slucajne spremenljivke

Slucajna spremenljivka je funkcija X : Q@ — R z lastnos-
tijo, da je Vz € R mnozica {w € Q : X(w) < z} =
X~1((~o00,z]) = (X < 2) dogodek.

Diskretne porazdelitve

Diskretna enakomerna porazdelitev na n tockah:

a1 as ... an .
XN(l 1 l)zUnlf{al,...,an}
mn

Binomska porazdelitev
Bin(n,p), n € N, p € (0,1)
Naj bo X st. uspelih (z verjetnostjo p) poskusov v zaporedju
n poskusov. X ~ Bin(n,p):

pe=P(X =k)= (:)pk(l -p)" "

Bernulijeva porazdelitev Ber(p) ~ Bin(1,p)
Geometrijske porazdelitev

Geo(p), p € (0,1)

(X = k) je dogodek, da se A zgodi prvi¢ v k-ti ponovitvi.

P(X=k=(1-p" 'p

Pascalova / negativna binomska porazdelitev
Pas(m,p) = NB(m,p), m e N, p € (0,1)

(X = k) je dogodek, da se dogodek A zgodi m-ti¢ v k-ti
ponovitvi.

Oziroma X je Stevilo poskusov do vkljuéno m-tega uspelega,
pri katerig vsak uspe z verjetnostjo p. X ~ Pas(m,p):

B 1)p'“(l —p)F

pk:P(X:k):(:_l

Hipergeometrijska porazdelitev

Iz posode, v kateri je n kroglic, od tega r rdec¢ih, na slepo in
brez vracanja izvletemo s kroglic. Ce z X oznacimo Stevilo
rdec¢ih med izvleCenimi, ima ta slu¢ajna spremenljivka hiper-
geometrijsko porazdelitev: X ~ Hip(s,r,n) = Hip(r, s,n).
Velja

_ WESK

P(X =k)= @)

Qe
@

Aproksimacija binomske porazdelitve

Poissonova porazdelitev
Poi(A), x>0

A\F
pr=P(X =k)= ge_’\

Ce imamo veliko ponovitev (n — co) z malo verjetnostjo
(p — 0), je Bin(n, p) ~ Poi(np)

Laplaceova lokalna formula: Ce je p,1 —p > %, lahko
X ~ Bin(n, p) aproksimiramo

— )2
1 _( 2:5)

o =+/np(l—p)
Laplaceova integralska formula:

P(asxszw)z@(b;m’) _q>(afnp>

o

Za majhno relativno napako zahtevamo Se:

o |a—np| < o?/3 ali |b—np| < o?/3

eabcZ+talib—a>1
Kumulativna porazdelitvena funkcija
Fx(z) = P(X <=z

Zvezno porazdeljene slucajne spremenljivke

Realna slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno, ce
obstaja taka integrabilna funkcija px : R — [0,00), da za
poljubna a < b velja:

Pla<X <b)= /bpx(t)dfl?

a

Funkciji px pravimo porazdelitvena gostota
Komulativna funkcija slucajne spremenljivke X

Fx@ = [ " px @t

Ce je Fx zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, je X po-
razdeljena zvezno in za vse razen za kon¢no mnogo tock =
velja pq(x) = Fi ().

Slucéajni vektorji

Slucajni vektor je m-terica slucajnih spremenljivk X =
(X1,...,Xn): Q= >R

Porazdelitvena funkcija slu¢ajnega vektorja

Fixy,xn) (@1, ,2n) = P(X1 <z1,..., Xn < xp)

Neodvisnot sluéajnih spremenljivk

Slucajne spremenljivke so neodvisne, ce je

Fixy,x) (@1, zn) = Fx (21) ... Fx,, (zn)

Torej so dogodki (X1 < z1),...,(Xn < ) neodvisni.
Naj bo (X,Y) diskretno porazdeljen sluc¢. vektor:

pij=PX =2;,Y=y;) pi=PX=u1;) PY =y;)
potem velja:
X, Yneodvisni <= p;; = piq;

Naj bo (X,Y) zvezno porazdeljen slu¢. vektor z gostoto
P(x,v)(®,y), potem velja:

X, Yneodvisni <= Ipx,py : px,v)(z,y) = px (z)py (v)

Funkcije slu¢ajnih spremenljivk

Naj bosta A, B C R odprti mnozici in h : A — B taka bijek-
cija, da je funkcija h=1 : B — A zvezno odvedljiva. Nadalje
naj bo X zvezno porazdeljena slucajna spremenljivka z gos-
toto px, ki je izven mnozice A enaka ni¢. Tedaj je slucajna
spremenljivka Y := h(X) porazdeljena zvezno z gostoto:

py (y) = {px (W) (' W)| veB

0 sicer

Naj bo X zvezno porazdeljena slucajna spremenljivka z
gostoto px, skoncentrirana na odprti mnozici A. Naj bo
h: A — R zvezno odvedljiva in h/(z) # 0 za Vz € A. Tedaj
je slu¢ajna spremenljivka Y = h(X) porazdeljena zvezno z
gostoto:

px (x)
[R/ ()]

Py =
T€A
h(z)=y
Naj bosta A, B € R"™ odprti mnozici; h : A — B taka bi-
jekcija, da je h~! parcialno zvezno odvedlijva; X sl. vek.
porazdeljen zvezno z gostoto px. Tedaj je Y = h(X) po-
razdeljen:

_ [ox (T @)ldet S W))) v e B
py(y) = .

0 sicer
Ohy Ohy
oz Oxp

Jg = . :
Ohn Ohn
Oxq Oxn

Matematiéno upanje

Diskretno porazdeljena sl. sprem.

XN(:vl T2
P11 P2

oo oo
E(X)=)Y arpr ¢ Y |zglpr < oo
k=1 k=1

E(h(X)) = D h(zx)pk

k=1

oo

E(MX,Y)) = h(zi, yi ) P(X = zi, Y = y;)
=1

or

=17

Zvezno porazdeljena sl. sprem. X z gostoto px

B(X) =/7°:O opx (z)dz  Ge /j; lelpx (2)de < oo

B0 = [ h@px (e)de

E(h(X,Y)) = /_00 /_00 hz,y)px,y (z,y)dzdy

Za neko zvezno funkcijo h.

Lastnosti

Ce ima | X| mat. up., ga ima tudi X in velja
[E(X)] < E(X])

Ce obstaja E(X?) in E(Y?), obstaja tudi E(XY) in velja:

|E(XY)| < E(IXY]) < /E(X?)E(Y?)

Za poljubne sl. sprem X1, ..., X, velja:

E(ale +.. -aan) = alE(Xl) + -+ anE(Xn)

Indikator dogodka
Indikator dogodka A je sl. sprem.:

Ase zgodi

1
14 = E(l4)=P(A
A {0 Ase ne zgodi (1a) (4)



Disperzija (varianca)

D(X) = E((X — E(X))?) = BE(X?) — (E(X))*
Lastnosti:
e D(X)>0

e D(X)=0 < P(X=EX))=1
e D(aX)=a’D(X)

Standardna diviacija/odklon:

zanjo velja o(aX) =

lalo(X).
Nekoreliranost

Sl. sprem. X in Y sta nekorelirani, ¢e velja:
E(XY)=EX)E(Y)
X,Y neodvisni = XY nekorelirani

Ce imata X in Y, je nekoreliranost ekvivalentna zvezi:

D(X+Y)=D(X)+ D(Y)
Kovarianca
K(X,Y)=E(X - EX))(Y - E(Y)))
= B(XY) - BE(X)E(Y)
e K(X,X)=D(X)

e K(X,Y)=0 <= X,Ynekorelirani
o K(aX,bY,Z) = aK(X,Z)+bK(Y, Z)
o K(X,Y)=K(Y,X)

o K(aX +b,cY +d) = acK(X,Y)
¢ |[K(X,Y)| < /D(X)D(Y)
e D(X+Y)=D(X)+ DY)+ 2K(X,Y)

e D(X1 + -
2yt

Standardizacija

+ Xn)
K(X;

D(X1) + --- + D(Xn) +
)

n
j=i+1 i Xj

Korelacijski koeficient
K(X,Y)

rXY) = e

= E(Xs,Ys)
Lastnosti:

e 7(X,Y) =0 <= X, Ynekorelirani

e —1<r(X,Y)<1

o r(X,Y)=1 < P(Xg=VYs)=1

e r(X,Y)=—1 + P(Xg=-Yg)=1
o r(aX +b,cY +d)=r(X,Y)

Pogojne porazdelitve
Pogojna porazdelitev sl. sprem. X glede na dogodek B:

ai a2z
X‘BN(P(X:aﬂB) P(X = a2|B) )

Pogojna porazdelitvena funkcija

sl. sprem. X glede na dogodek B:

P((X <2)NB)

Fx|p(z) = Fx(z|B) = P(X < z|B) = 75)

Ce je pogojna porazdelitev zvezna, objstaja tudi pogojna
porazdelitvena gostota:

PX\B(x) X|B( )

Pogojna gostota

P(x,y (:c,y)
x (@Y =) = px (aly) =
Py (y)
Pogojno matematiéno upanje
E(h(X)|B) = Zh YP(X = x| B)

EX|Y =vy) / TP(X|Y) (z|y) 4T

2. dT
o | e

E(MX, V)Y =y) = E(h(X,y)[Y =y)

thy

E(h(X,Y)|Y) = /jo h(z, Y) Py |y (z]Y)dz

E(h(X,Y)[Y) = = z|Y)

Za vsako slucajno spremenlivko X in dogodek B veleja:

E(XZ)
P(B)

_ B(X2)

BE(X|B) = B2

kjer je sl. sprem. Z indikator dogodka B.

Za vsako sl. sprem. X z mat. up. in popoln sistem dogodkov

Hi,Ho,... velja izrek o polni pricakovani vrednosti
E(X)=P(H1)E

(X|Hy) + P(H2)E(X|H2) +

Regresijska funkcija
e(y) = E(X]Y =y)

Za vsako sl. sprem. X z mat. up. in diskretno sl. sprem. Y
velja:

E(XgW)Y) = E(X[Y)g(Y)
E(Xg(Y)) = E(E(X[Y)g(Y))
E(X) = E(E(X]Y))

Za vsak dododek A in vsako sl. sprem Y velja:
E(P(A]Y)) = P(A)

Momenti

Moment reda k glede na tocko a je

mi(a) = E((X —a)*) e obstaja
e Zacéetni moment zj, := my(0) = E(X%)
e Centralni moment m; = my(E(X)) = E((X —

E(z))")

e Faktorski moment reda r: E(X(X —1)...(X
D) =¥

—r+

21 = E(X) ma = D(X)

Ce obstaja mp(a), obstaja tudi my(a) za Vk < n.
Ce obstaja zn, obstaja tudi my(a) za Va € R
Centralne momente lahko izra¢unamo iz zacetnih:

mo =30 (1) (ke
k=0

Asimetrija

YA > 0: AAX) = A(X)

Sploséenost (kurtozis)

x-Bx)\'|  ma
D(X) a

K(X)=E (

Presezna sploscenost:

Vrstilne karakteristike
Kvantil reda p

je vsaka vrednost x,, za katero velja:
P(X<zp)>2pinP(X>xzp)=1—p
oz Flay—) < p < Flay)
e Mediana: T1

e Kvartili: x1,x2,2
1

2,43
i 1

e (Per)centili: 1 ,...,x

1 99
100 100

Semi interkvartilni razmik
1
5= — (z 3 — X1 )
2 \"'1 1

Rodovne funkcije

Naj bo X sl. sprem. z zalogo vrednosti N U {0}:
ph=P(X=k k=01,2,...

Rodovna funkcija sl. sprem. X:
Gx(s) =po+pis+pas® +---

o0
= Zpksk
k=0

Obstaja za vse |s| < 1.

a*©)
P(X =k)= 2%
k!
Gx(0)=po Gx(1)=1 Gx(s)=E(s¥)
Izrek o enoli¢nosti:
Vs € [-1,1] : Gx(s) = Gy (s)
<~ P(X=k)=PY =k)Vk=0,1,2,...

llmGX

= llm Z kpks

Naj bo X sl. sprem. z rodovno funkcijo G x, potem je:

o0
= limkpps* 1 E(X)
1 sT1

G- = EX)(X —1)(X —2)...(X —n+1))

Naj bosta Xi,...
funkcijami Gx, ...

, Xn nedovisne sl. sprem. z rodovnimi
Gx,,:

Gx,t4x, =G(X1)...G(Xn)

Naj bodo Vn € N sl. sprem N, X1,..., X, neodvisne. Naj
ima N rodovno funkcijo Gy in X; rodovno funkcijo Gx

Vs € [-1,1]

(X1,...,Xn so enako porazdeljene). Najbo S = X1 +---+
Xy, Potem je:
Gg ZGN(G)((S)) Vs € [—1,1}
Velja tudi E(S) = E(N)E(X).
Gax(s) = Gx(SZ)
Znane rodovne funkcije
o b b+1
1 1—gq
> = D d" =~
n=0 —4q n=0 —4q
b
iqn: qa an:qa_qb+1
— 1-q = 1-g¢
n=a n=a

"ot =(a—b)(a" P +a" 2+ ... Fab" 2 4

a0+.4.+ak,lzk_1

1—zk
(z +y)" i() n—kyk
k=0
" om+k—1
(l—z I;O( i >k
B@= D=0y (=2

Momentno rodovna funkcija

Mx (t) = E(eX) Vt € R ce obstaja
_ 22,2 | 23,3
—1+Z1t+2!t+3!t + ...

V primeru, ko ima X zalogo vrednosti v NU {0}, je
Mx (t) = E(e"™) = Gx ()

Za zvezno porazdeljeno sl. sprem. X velja:

Mx (t) = /_O:o

Naj pri nekem § > 0 Mx (¢) obstaja za vse ¢ € (—4,0).
Potem je porazdelitev za X natanko doloc¢ana z Mx in vsi
zacetni momenti obstajajo:

e px (z)dx

r=EXx")=MP ) VkeN

vt € (—0,0)

x(t) = Z —tk
Trditev:
MaXer(t) = ethX (at)

Ce sta X in Y neodvisni, je:

Mx+y (t) = Mx () My (t)

Izreka o velikih Stevilih

Zaporedje sl. sprem. {X,}, cy verjetnostno konvergira
proti sl. sprem. X, Ce

Ve >0: lim P(| X, —X|>¢e)=0
n—oo

Ve >0: lim P(|X, - X|<eg)=1
n—oo

Zaporedje sl. sprem. {Xn}, oy skoraj gotovo (s.g.) kon-
vergira proti sl. sprem. X, e

P(lim)=1

n—oo
p3 S.9.
Ce X, =24 X, potem
n—r oo

Ve >0: lim P(|X,—X|<eVn>m)=1
m—r o0

Ce X, i)X, potem X, AN '
n— o0 n—oo

Naj bo Xl,Xz,Xn,...

Xi+ -

zaporedje sl. sprem. z mat. up. in
naj bo S = + Xn, Yn = Zn=E(n)
E(Y,) =0.

Za {Xn},cn velja 8ibki zakon o velikih 3tevilih, ¢e zap.
{Yn}, ey konvergira proti 0 verjetnostno, tj.

Ve >0: lim P(W<E)=1
n— o0 n

. Potem je

Za {Xn},cy velja krepki zakon o velikih 3tevilih, ce
zap. {Yn}, cn konvergira proti 0 skoraj gotovo, tj.

:0):1

Ce je X sl. sprem. z mat. up., potem je

= ao—i-...—i-ak_lxkfl-i—a’g—ﬁ—...—&-ak_lx%*l—i-,..

P ( lim 2n = ESn) E(5n)
n—o00 n

Neenakost Markova

Va >0

P(X] > a) < 20X

Neenakost Cebiseva

Ce ima X disperzijo, je

P(X = B(X)| 2 a0(X)) € = Va>0
oziroma za € := ao(X)
P(X - B(X)| 2 0) < 250
Izrek  Markova: Ce za sl. sprem. {Xn}tpen velja

LSQ") ——— 0, potem velja SZVS.

n n— oo
Tzrek Cibiseva: Ce so sl. sprem. X1, X2,... paroma nekore-
lirane in je sup,,cy D(Xn) < oo, potem velja SZVS.
Izrek Kolmogorova Naj za neodvisne slucajne spremenljivke
X1, X2,... velja pogoj

o Xn
Z ) .

potem za {Xn}, oy velja KZVS.

Zgornji pogoj velja, e je sup,, D(X,) < oo

Naj bodo Xi, X2,... neodvisne in enako porazdeljene sl.
sprem. z disperzijo. Potem velja KZVS.

Centralni limitni izrek

Naj bo X1, X2, Xn,... zaporedje sl. sprem. z mat. up. in
naj bo S = X1 + -+ Xpn, Zn = Sﬁ%ﬁﬂ)
E(Zn,)=0in D(Z,) = 1.

Za {Xn},cy veljaj centralni limitni zakon, ¢e

. Potem je

FZ” (z) s FN(O,I) Vr € R
n— 00

Ceszl,Xg,...
tralni limitni zakon. Za velike n je Sp ~ N(E(Sn),

S — E(Sn) ) 1 /z 2
P < — 2
( 0-( =z n—oo /27 s e

Sn)
() ()

neodvisne in enako porazdeljene, velja cen-

o(Sn))

Pla< S, <b) =

Izrek o zveznosti rodovne funkcije

Naj za zaporedje {Z"}nGN sl. sprem. velja

2
Mz, (t) = Myo1)(t) =eZ Vi€ (=6,6)

potem

Fg, (z) — FN(071>(Z‘) vV € R

Funkcija T’
o I'(s) = [;7 % le %da, Vs >0

e I'(1) =

o I'(s+1) = sI(s)

e 'n+1)= neN

e Nz)['(z+1) =

_—r
sin(7x)

Funkcija B
e B(p,q) =

oo up—l
B(p,q) = S,
* B(p,q) /O Tt v

fol 2P~ (1 — )7 Yz, Vp,q >0

* B(p,q) =

%
« 800 = [

e simetri¢nost: B(p,q) = B(q,p)

(sinz)?P~(cosz)2971



Osnovni pojmi statistike

Na verjetnostnem prostoru (2, ) imamo sl. sprem X.
Vzorec velikosti n je sl. vektor (X1,...,Xn), kjer so X;
paroma neodvisni in porazdeljeni kot X.

Vrednost tega sl. vektorja pri enem naboru meritev je
(z1,...,2n). To so konkretni podatki, ki jih analiziramo.
Ocene za p (mat. up. sl. sprem X)

Zit Ty

e vzorcno povprecje: T = -

e vzorcni modus: najpogostejsa vrednost

e vzoréna mediana: srednja vrednost v po velikosti ure-
jenem vzorcu

Ocene za o (standardna diviacija X)

e vzor¢ni razmak: max(z) — min(x)

e vzoréna disperzija: s3 = % @ —z)?
e vzorcna diviacija: = 2
ja: so = /58

e popravljena vzoréna disperzija:
52 = AL Y0 (T —wi)? = 2ysd
e popravljena vzor¢na diviacija: s = Vis?
Vzoréne statistike in cenilke
Naj bo (X1,...,Xn) vzorec velikosti n.
Vzoréna statistika je simetri¢na funkcija vzorca:
Y=Y,=9(X1,...,Xn)

Praviloma vzorcna statistika ocenjuje nek parameter (.

Tedaj je Y cenikla parametra.

Y je nepristranska cenilka, ¢e E(Y) = , sicer pristarn-

skost merimo kot B(Y) = E(Y) — (.

Y je dosledna cenilka, ce Y, :L) ¢ oziroma Ve > 0 :
n o0

limy oo P(|Yn — (| <e) =1.

Standardna napaka vzorcne statistike SE(Y) je stan-

dardna diviacija o(Y).

Srednja kvadratiéna napaka: MSE(Y) = E((Y —()?) =

D(Y)+ B(Y)2.

Naj bo Y, cenilka za ¢. Ce je E(Yn) —= ¢ in

n oo
D(Yy) —= 0, potem je Y;, dosledna cenilka za (.
n oo

Vzoréna statistika x?2

1 & - n n—1
2 X X)2 2
XZEE(i— )ZESOZ
i=1

S2

X* ~xP(n—1)
Studentova porazdelitev

pr(t) =

|
B
sy
~| =
= N3
IS
-
/N
—
+
| <
[\V)
N—
|
N

|
ﬁ
3
: ¥
[NIE
—
/N
=
+
| %
N——
|
1

Metode za pridobivanje cenilk
Momentna metoda

Naj bo (X1,..
k-ti moment

., Xp) vzorec velikosti n in k € N. Vzoréni

1
Zy = — (Xf + Xs)

n
je nepristranska dosledna cenikla za zp, = E(X*).
Naj bo X zvezno porazdeljena z gostoto p(z;&1,...,&n)
in naj obstajajo zaetni momenti z, = FE(X*) =
ffooo xFp(z;€1,...,6n)dx za k =1,...,m. Denimo, da se iz
teh enacb da izraziti parametre § = pg (21, ..., 2m). Potem
je Cr, = o(Z1,...,Zm) cenilka za parameter .
Metoda maksimalne zaneslijvosti (verjetja)

Naj bo gostota odvisna od parametra &: p(z,§). Funkcija
zaneslijivosti:

L(z1,..
Pri danih 1, ..
funkcije L.
Ta vrednost je odvisna le od zj,.
oz,

‘71;7115) :p($11£)p(zn7§)

., xy izberemo &, da je dosezen maksimum

.oy Tp, tore] €max =
.,Zn ). Tako dobimo cenilko za &:

C:(,O(Xl,,Xn)

Intervalsko ocenjevanje parametrov

Naj bo gostota sl. sprem X odvisna od parametra £ in naj
bo (z1,...,Tn) vzorec.

Interval [A, B] (ki je odvisen le od vzorca) je inteval zau-
panja za parameter £ pri stopnji tveganja o € [0, 1], e je
verjetnost

P(gE[A,B])Zl—(X P(fi[A,B]):O!

Stevilu 1 — a recamo stopnja zaupanja A in B pa sta
vzorcéni statistiki.
Waldov interval zaupanja

n neodvisnih poskusov vsak uspe z verjetnostjo p. Opazimo,
da uspe S poskusov.

S 1—«a
== = ¢ —
p n C=Za/2 ( 2 )

Waldov interval zaupanja za p:

b TP e gy [P

Ta interval zaupanja ni preveé natancéen. Racunamo le na
toliko mest kot jih ima n in enice ne $tejemo za mesto.

Ocenjevanje p in o

Opazimo Xi,...,Xn ~ N(u,0)

e Zanima nas pu, o je znan.

XZH e N, 1) A=
o

4
vn

1 (1l-« — —
c=2q/0=2 — X-A<pu<X+A

e Zanima nas p, o ni znan. Za ¢ vzamemo cenilko s.

X —u co
~ Student(n — 1 A= ——
" vn udent(n — 1) NG

c=tq/2(n—1) X-A<pu<X+A

e Zanima nas o, p ni znan.
1§ <2 _ (n—1)s’ 2
ﬁZ(Xi_X) :TNX (n—1)
1=1

clzxf_a/z(n—l) 02:)(2/2(71—1)

n—1 n—1
<o<s
c2 C1

PreizkuSanjue hipotez

Hipoteza je enostavna, ¢e natanc¢no doloca porazdelitev,
sicer pa je sestavljena.

Izberemo stopnjo znacéilnosti «, to je verjstnost, da za-
vrnemo pravilno hipotezo. Testi znaéilnosti nam povejo
ali pri dani « in vzoréni vrednosti zavrnemo hipotezo ali ne.
Test Z

X ~ N(u,0), o poznamo, po dano stevilo

Ho(p = po) « Hi(p # po)

Testna statistika, ki odlo¢a o zavrnitvi hipoteze:

X —po
ag

zZ= vn

Ce velja Ho, je Z ~ N(0,1).

Iz tabele razberemo z, /5 > 0, da je P(Z > z4/2) = a/2.
Hipotezo Hgy zavrnemo, ¢e vzoréna vrednost za Z lezi na
kritiénem obmocju:

Ko = (700772:04/2} U [Za/Zvoo)
Test T

X ~ N(u,0), o ni znan, po dano stevilo

Ho(p = po) « Hi(p # po)

Testna statistika, kjer je s popravljena vzorcna disperzija:

X —
T=""HR0m

S

Ce velja Ho, je T ~ Student(n — 1).

Vzorci po parih

Imamo neodvisne pare (X1,Y1),...,(Xn,Yn) 2z (X;,Y;) ~

N(px, by, 0x,0y, p). Preverjamo Ho : px = py .
Pare pretvorimo v razlike: R; = X; —Y; in na njih naredimo
T test za po = 0.

Ko = [ta(n —1),00)
Ky = (—00, —ta(n —1)]

HIX X > py
HIY mx < py

HE ux £y Ko = (=00, —taya(n — )] U [za,2(n — 1), 00)

P - vrednost

je najmanjsa stopnja znacilnosti a pri kateri se lahko za-
vrnemo hipotezo (pri danih vzorénih podatkih).

Studentov primerjalni test

Imamo 2 neodvisna vzorca velikosti m in n. Prvi je vzet
iz populacije na kateri imamo sl. sprem X ~ N(ux,o0),
drugi pa je vzet iz populacije na kateri imamo sl. sprem
Y ~ N(py,o0).

Paramatrov px, by, 0 ne poznamo.

Naj bosta Sg( in S%, popravljeni vzor¢éni disperziji za
(X1, Xm) in (Y1,...,Yn).

Skupna vzorcna varianca je

(m—1)S% + (n—1)S%
m+n—2

5% =

Testiramo hipotezo Ho(ux = py) : Hi(px # py).

Testna statistika:
T X-Y [mn
S m4+n

Ce Hy velja, je T ~ Student(m + n — 2).

Test x> (Pearson)

Naj ima sl. sprem X porazdelitveno funkcijo F', ki ni znana.
Preizkusamo domnevo o tipu porazdelitvenega zakona:

Ho(F = Fy) : Hy(F # F)

kjer je Fy dana porazdelitvena funkcija.
Zalogo vrednosti sl. sprem X razdelimo na r razredov:
S1,...,5, dajepy = P(X € Sg|Ho) >0zaVk=1,...,r.
Naj bo (X1,...,Xn) slucajni vzorec za sl. sprem X in Ny
Stevilo vrednosti vzorca, ki padejo v Sk.

NkNBin(”:Pk), k=1,...,r

Pri velikem n ima statistka
pricakovana f.

PN
- e )2

opazena f.
~=~

k=1

priblizno porazdelitev x?(r — 1)

Iz tabele razberemo co > 0, da je P(x? > cq) = a. Kritiéno
obmogje: Ko = [ca,00).

Trditev: Ce so v testu x2 verjetnosti p odvisne od parame-
tra 6, potem ima statistika

2~ Wi —npi(9)°
X _kz::l npy ()

porazdelitev priblizno x2(r — 2), kjer je 6 cenilka za 6 po
metodi maksimalne zaneslijivosti.

Linearna regresija

Linearni regresijski model:
Y=a+bx+U

Pri fiksnem x predpostavimo, da Y = a + bx 4+ U, kjer
sta a,b konstanti in U ~ N(0,0). Z drugimi besedami
Y ~ N(a+bzx,0). y = a + bz je regresijska premica.

Za razlitne vrednosti z1,...,zn dobimo slucajni vektor
(Y1,...,Yn), kjer je Yy, ~ N(a+ bxg,0).

Radi bi ocenili vrednost a in b.

Metoda maksimalne zaneslijvosti

b= Db (@ —7) (Ve — 7)
Yhor(zr —T)?

Vpeljemo vsote:

S=3ul S =Y et S=Ym s -Yn
k=1 k=1 k=1 k=1
Potem je
~ nSyy —SzS 1 -1
p= DPaY — Pzoy 4= -8y —b=8,

nSzz — S2

Testiranje neodvisnosti
Prilagoditveni test

To je poseben primer Pearsonevega testa x>
Hyp: dogodka A in B sta neodvisna.

p=P(4) q=P(B)
kategorije ‘ AnB AnBt AlnB Al BE
verjetnost | pg  p(l—¢) (L—-plg (1-p)(1—q)

Ce sta p in g znana, uporabimo test x2 z r = 4

> _ (Nans — npg)? N (N, gt — np(1—q))?

X

npq "P(l - ‘J)
(N, oqp —n(1=p)0)>  (N,g,ze —n(1—p)(1—4q))?
n(l—p)g n(l—p)(1—q)

ima porazdelitev x2(3)

Iz tabele razberemo cq, da je P(x2 > ca) = a. Kriticno
obmocje: Ko = [—Ca, Ca)

Ce pa p in ¢ nista znana, ju ocenimo iz podatkov:

NAQBJ"NAQBG G= NAQB+NAGDB

n n

p=

Testna statistkia x? je potem porazdeljena x?(1).
Prilagoditveni test lahko posplosimo na vecje kontin-
gencne tabele. Denimo, da prva karakteristika doloca r kat-
egorij (A1,...,A,), druga pa s kategorij (Bi,..., Bs).

Hy: A; in B; sta neodvisna.

Naj bo p; = P(A;) in q;j(Bj).

Naj bo X;; opazena frekvenca kategorije A; in B;.
Pricakovana frekvenca za X;; je np;q;.

N I .
Pi = ; z:l Xij cenika za p;
=

1y ,
4= ;Xij cenika za g;

. i: ZS: (X5 — npig;)?

i=1j=1 "Pid;

2 2
X~ x ((r=1)(s— 1))
Pri dani stopnji zaupanja « iz tabele razberemo cn, da
P(x? > ca) = . Kriti¢no obmotje: Ko = [ca,0)
Ce je npq < 5 za kak i, moramo zdruZiti nekatere razrede.

Neparametri¢ni testi
Test z znaki

analog testa T

Na populaciji imamo sl. sprem. X s porazdelitveno fun. Fx
in sl. sprem. Y s porazdelitveno fun. Fy .
Obravnavamo sl. vektorja (X1,...,Xn) in (Y1,...
X, in Y; dobimo na istem elementu populacije.
Testiramo hipotezo: Ho(Fx = Fy)

Definirajmo razliko D; = X; —Y; zai = 1,...,n. Privza-
memo, da so vzoréne vrednosti D; # 0, sicer jih izpustimo
in zmanjSamo n.

Ce velja Hy, je P(D; > 0) = 2 = P(D; < 0).

Naj bo ST stevilo pozitivnih D;, S~ pa Stevilo negativnih.
Tedaj je ST ~ Bin(n, %), torej je pp = P(StT = k) =

(k)27".

,Yn), kjer

Pri dani stopnji znacilnosti a je kritiéno obmocje:
Ko={ke{0,....n} : k<kqalik>n—kq}

kjer je ko doocCena z zahtevama:

ko ka+1

P(ST S ko) = 3 e < S i P(ST < kat1) = X > :
Za velike n je ST = N(%,/n33).
Dodatek iz vaj
Nicelna domneva Hp : P(X > Y) = P(Y > X). Alter-
ativna dovmneva:

e HX : P(X >Y)>P(Y > X)

p(k, 1) = P(S" > k) = P(S' <1)
e HY : PY > X)>P(X >Y)
p(k,1) = P(S" > 1) = P(S" <k)
e HY : velja bodisi HX bodisi HY
p(k,1) = 2min(P(S" > k), P(S" > k))
= 2min(P(S’ < k), P(S' <k))

Sx St. meritev kjer je X > Y, Sy st. meritev kjer je X <Y,
fA=Sx+Sy, S ~ Bin(ﬁ,l/Q)
Hg zavrnemo ¢e je p(Sx,Sy) < a.
Ce je n > 10 lahko Hp zavrnemo:

e proti H1X7 ce 75”75%/71 > Za

e proti H%/, ce iﬁ’fl < —za

c ot o« |Se—Sy|-1

e proti H{-, ¢e 7\/%, < —Zay2
Inverzijski test
Analog primerjalnega T testa
Naj bosta X in Y sl. sprem s porazdelitvenima funkci-
jama Fx in Fy. Vzorca (X1,...,Xm) in (Y1,...,Yn) sta

neodvisna. Predpostavimo, da m < n. Vzor¢ne vrednosti
Ti,...,Tm N Y1,...,Yn razvrstimo po velikosti: z1 < zo <
o S Zm+n-

_ #{iz <ay+#{i;z <z} +1
2

R(z) = rang(z)

Ce je veé zaporednih vrednosti enakih, za rang vzamemo
povprecno mesto.

V=Ri+ -+ Rm

Ce velja Hy(Fx = Fy) inm+n > 20 in m, n, je V priblizno
normalno porazdeljena:

V~N<(m+"2+1)m

)

mn(m+n+1)
12

3

Z=y)—
mn(m+n+1)

2V —m(m+n+1)) ~ N(0,1)

H{¥ (X je stoh. strog. ve¢ od Y (Fx < Fy)) : Ko = [2a,0)
HY (Y je stoh. strog. vet od X(Fx > Fy)) : Ko = (—00, 24]
Hi (Fx # Fy) : Ko = (=00, %a 2] U [za/2, )

Inverzija med X; in Y se pojavi, ¢e ima Y; manjsi rang
kot X;.

Naj bo U st. inverzij v zaporedju z1,...,2n+m. Potem je
V=U+ w, ker vsaka inverzija poveéa vsoto rangov
za 1.
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