Osnove analize
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Gamma in Beta funkciji
Gamma funkcija:
T'(z) = / t*"teTtdt € (0,00)
0

1.T(z+1) = a2l(z) YV > 0
2.'(n) =(n—1)!'Vn €N
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Beta funkcija:

1
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)97t p,g>0
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3. f0"/251n Yz cos®ladr = L1B8(p,q) p,g>0
(t = sin? z)

4.8(1,9) = §

5. B(p+1,9) = ;2 B8(p. q)
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Nove spremenljivke
Jacobijeva matrika

Naj bo f:R"™ — R™,

f@1, . zn) = (fr(z1, -5 Tn), s fm(@1, -0, T0)),
Jacobijevo matriko definiramo kot:
fiz, fia, fiz,
fou,  foq, fou,
Jf(ay,yan) = ) ) )
frng_»l f?ng_»2 f'mwn
Vpeljava

Naj bosta © C R? in ¢ : © — R? preslikava z zvezno
odvedljivimi komponentami. Naj bo detJ, # 0 na € in
naj bo f : p(Q2) — R? zvezna. Potem:

// f(z,y)dzdy —/ flp(t,s)) - |detJ,(t, s)|dtds
e ()
Polarne koordinate

r=rcosp y=rsineg |detJ|=r r>0 ¢€

[07 27\']
Cilindriéne koordinate

r=rcosp y=rsing z=2z |detJ|=71r 12>

0 ¢ €lo,27]
Sferi¢ne koordinate

z = Rcospcosty y = Rsinpcos?d z= Rsind R >

0 ¢ €[0,27]

Osnove kombinatorike

Rodovne funkcije

s pon. | brez pon
variacije
vrstni red je nk nk
pomemben
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. . n+k— n

vrstni red ni | (") )
pomemben

(n) ot n! _( n )

kT kT kl(n—k)!  \n—k

Kompozicije

Kompozicija stevila n € N je (A1,...,X;), e A; > 1
inAr+---+x =n.CeX; >0, je kompozicija Sibka.
i ¢len, I dolzina in n velikost kompozicije.

Stevilo kompozicij n je 2", n dolzine k pa (z:i)

zan,k>1.

Stevilo sibkih kompozicij n dolzine k je ("'H;_l) za

n,k > 1.

Rekurzivne enacbe

Caan+Cd—1an_1+---+cotn_q=0 ¢; €EC co,cq #0
P(z) = cad +cami A 4 4 e

k
An = Z Pi (n)

Kjer P(z) karakteristiéni polinom, A1, ..., g
njegove nicle in p; polinom stopnje < kratnost nicle A;.

+ con_aq =1(n) - A"

o

cdan + Cd—lan—l + -
+aq(n) - A" n

Kjer ¢; € C, cp,cq # 0, an reSitev homogenega dela,
deg(q) < deg(r) in a > 0 kratnost A v P(x).

anfa

Kompleksne nicle
A=z + i -y =|\(cos(¢) + i -sin(¢))

IAI(cos(@) — i - sin(#))
an =A-An+ B- X, =|A\[(A cos(ng) + B’ sin(ne))

X:.'L'—’i'y

b b+1 . .
i o= S = l-q Osnove verjetnosti
n=0 1-a = 1-4q
b idempotentnost AUA=A=ANA
oo a a
Z " = q Z = 4 —4q komutativnost AU B = BUA
n=a l-—a = L—aq ANB=BnNA
a” —b" =(a—b)(a" P +a" b+ ... +ab" 24" asociativnost (AUB)UC = AU (BUC)
ag+...tap_qaF"1 Sh1 oho1 (ANB)NC=AnNn(BNCQC)
1—ak = a0t tak— taortt. tar_1z dttnbutwnost (AuB)NC=(ANnC)u(BNC)
@+9)" Z()n_kk (ANB)UC =(AuC)N(BUC)
De Morgan ( U Ai)c = m AE
oo i€l i€l
1 n4+k—1\ g ¢
— = x C c
(1-ax)n kZ:U( k ) (N A)" =4
- i€l i€l
A AT _ _
Bi(z) = Z() =(1+2) (n):F AUQ=0Q ANQ=A
AUD=A And=0
Izbori AuAb=q0 anal=yp

Imamo n ostevil¢enih kroglic. Na koliko nac¢inov lahko
izberemo k kroglic?

Neprazna druzina dogodkov F v Q je o-algebra, ce
velja

e zaprtost za komplemente:
AceF = Aler

e zaprtost za Stevne unije:

oo
Ay, Ag,--€F = |JAierF

i=1
Ce zahtevamo zaprtost le za koncéne unije, je F le

algebra.

Ker je po De Morganovem zakonu

(Uier A9)°

preseke.

= (N;e; 4i imamo zaprtost tudi za

Ker je AA\B=AnN BC je algebra zaprta tudi za razlike.
Najmanjsa algebra je trivialna: {0, Q}.

Najvecja algebra je: P(Q).

Najmanjsa algebra, ki vsebuje E je {0, E, ES, Q}.

Dogodka A in B sta nezdruzljiva (disjunktna), ¢e je
ANB=0.

Zaporedje {A;}; € F (konéno ali Stevno mnogo) je
popoln sistem dogodkov, e

U4ai=a A;NA; =0, Vi,5:
2

Verjetnost na (2, F) je preslikava P: F - R z
lastnostmi:

iF# g

e P(A)>0zaVAeF
e P()=1

® Za paroma nezdruzljive dogodke {A;};2, velja
Stevna aditivnost

Pl 4 =>_ P(Ay)
i=1 i=1
Lastnosti P:
e P(0)=0
e P je koncno aditivna.
e P je monotona: A C B — P(A) < P(B)

o P(A% =1-P(4)

o P je zvezna:

AMCAC- = P(HAi):ign;oP(Ai)
Bi2By 2 = P(QBi):ign;oP(Bi)

PA%) =1- P(a)
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
Ce lahko prostor izidov razbijemo na paroma
nezdruzljive enako verjetne dogodke, jih lahko
obravnavamo kot izide: ¢e je dogodek A unija k od n
takih dogodkov, je P(A) = % = Stevilo izidov, ki so v A

Stevilo vseh izidov

Slepa ali povsem nakljuéna izbira pravimo temu, da
so vse moznosti enako verjetne.

Tocka x je izbrana na slepo ali povsem naklju¢no iz G,
¢e za vsako merljivo podmnozico A C G velja:

— mera mnozice A
P(I € A) ~ mera mnozice G



Nacelo vkljucitev in izkljucitev

P(A; UAz) =P(A1)+ P(A2) — P(A1 N Ay)

rP(JAan= >

i=1 0#£SC[n

(=D 40
1 ies
Pogojna verjetnost
P(AN B)

P(B)

P(A|B) je verjetnostna mera na celem prostoru.

P(A|B) =

Particije

Dogodke, ki tvorijo particijo prostora izidov, lahko
obravnavamo kot izide. Z njimi lahko ra¢unamo
verjetnosti vseh njihovih stevnih unij. Ce particijo
tvori n enako verjetnih dogodkov in je dogodek A unija
k dogodkov iz particije, je P(A) = £.

n

Izrek o polni verjetnosti

Ce Hy,Hs,Hs, ... (dogodku H; pravimo hipoteza)
tvorijo popoln sistem dogodkov (tj. vedno se zgodi
natanko eden izmed njih), velja:

P(A) = P(H,)P(A|H,) + P(H2)P(A|H2) + . ..
Dogodkom H; Cesto pravimo hipoteze in jih je lahko
konéno ali pa §tevno neskonéno.

(opomba) pri izreku o polni verjetnosti lahko malo
popustimo pri predpostavki, da dogodki
H,,Hs,Hs, ... tvorijo particijo mnozice €2, kar
pomeni, da ima presek poljubnih dveh z razlicnima
indeksoma verjetnost ni¢, njihova unija pa ima
verjetnost ena.

Bayesova formula
P(H;)P(A|H;)
P(A)
P(H;)P(A|H;)
P(H,)P(A|H1) + P(H2)P(A|H3) + ...

P(H;|A) =

P(H;|A) =

Brezpogojnim verjetnostim P(H;) pravimo apriorne,
pogojnim verjetnostim P(H;|A) pa aposteriorne
verjetnosti hipotez.

Neodvisnost dogodkov

Dogodka A in B sta neodvisna, ¢e velja:
P(ANB)=P(A)P(B)

Ce je P(B) > 0, je to ekvivalentno pogoju, da je

P(A|B) = P(A). Ce je 0 < P(B) < 1, pa je to

ekvivalentno tudi pogoju, da je P(A|B) = P(A\BG)A

Dogodki A1, As, As, ... so neodvisni, ¢e za poljubne

razli¢ne indekse i1, 42, ..., 1, velja:

Ce so A1, Aa, ... in By, Ba, ... neodvisni dogodki,
tudi za poljuben dogodek A € o(A1, As,...) velja, da
so dogodki A, B1, Ba, ... neodvisni. Pri tem je

o(Ay, Az, ...) najmanjSa o-algebra, ki vsebuje
dogodke Aj, Az, . ...

Slucajne spremenljivke

Slucajna spremenljivka je funkcija X : Q@ — R z
lastnostijo, da je Vx € R mnozica

{weQ: X(w)<z}=X"1((~o0,2]) = (X < )
dogodek.

Diskretne porazdelitve

Diskretne slu¢ajne spremenljivke zavzamejo vrednosti
le na Stevni mnozici, torej bodisi konéni mnozici bodisi
Stevno neskon¢ni mnozici.
Za porazdelitev vsake take slucajne spremenljivke
velja: P(X =a;)=p; inp1+p2a+...+pp, =1
Diskretna enakomerna porazdelitev na n tockah:
ai az ... a
x~ (7 ") = Unif{as, ..

1 Mln}
n

n n

Binomska porazdelitev
Bin(n, p), n € N, p € (0,1)

Naj bo X &t. uspelih (z verjetnostjo p) poskusov v
zaporedju n poskusov. X ~ Bin(n, p):

pr=P(X =k)= (:)pk(l -p)" "

Bernoullijevo zaporedje poskusov je zaporedje
neodvisnih slu¢ajnih poskusov, od katerih lahko vsak
uspe ali ne uspe, in sicer vsak poskus uspe z isto
verjetnostjo.

Bernoullijeva porazdelitev Ber(p) ~ Bin(1,p)

Geometrijska porazdelitev
Geom(p), p € (0,1)

(X = k) je dogodek, da se A zgodi prvié v k-ti
ponovitvi.

P(X=k=@1-p""p

Geometrijska porazdelitev je tudi porazdelitev Stevila
poskusov do vkljuéno prvega uspelega, ¢e izvajamo
Bernoullijevo zaporedje poskusov, pri katerih vsak uspe
z verjetnostjo p.

Pascalova / negativna binomska porazdelitev
Pas(m,p) = NB(m,p), m €N, p € (0,1)

(X = k) je dogodek, da se dogodek A zgodi m-ti¢ v
k-ti ponovitvi.

Oziroma X je Stevilo poskusov do vklju¢no m-tega
uspelega, pri katerih vsak uspe z verjetnostjo p.
X ~ Pas(m,p):

pe=P(X =k) = (:1__11);{"(1 )k

Hipergeometrijska porazdelitev

Iz posode, v kateri je n kroglic, od tega r rdecih, na
slepo in brez vracanja izvlecemo s kroglic. Ce z X
oznacimo Stevilo rde¢ih med izvle¢enimi, ima ta
slu¢ajna spremenljivka hipergeometrijsko porazdelitev:
X ~ Hip(s,r,n) = Hip(r, s,n). Velja

o -y - DED _ W

()

Aproksimacija binomske porazdelitve

Poissonova porazdelitev

Poi(A\), A> 0

A (e
Pk:P(X:k):HC = m

Ce imamo veliko ponovitev (n — oo) z malo
verjetnostjo (p — 0), je Bin(n, p) ~ Poi(np)
1

n?

Laplaceova lokalna formula: Ce je p,1 —p >
lahko X ~ Bin(n, p) aproksimiramo

1 _(k—np)?
P(X =k) ~ e 252 o= 4/np(l —
( )~ e el =p)

kjer je o0 standardni odklon in np = X\ pricakovano
Stevilo uspelih poskusov.

Meja med smotrnostjo uporabe Poissonovega
obrazca in Lapgacove lokalne formule je za velike n
priblizno p = %

Laplaceova integralska formula:

P(agxgb)mp(b;’”’),¢(G*HP>

(o2

42
kjer je ®(x) = \/% J§ e72 dt, ki je liha

Za majhno relativno napako zahtevamo Se:
e |a—np| < o?/? ali |b—np| < o?/3
° a,b€Z+%alib—a>>1
Kumulativna porazdelitvena funkcija
Fx(2) = P(X < a)
Zvezno porazdeljene slucajne
spremenljivke

Realna sluéajna spremenljivka X je porazdeljena
zvezno, Ce obstaja taka integrabilna funkcija
px : R — [0, 00), da za poljubna a < b velja:

Pla<X<b) = /‘bpx(t)dt

Funkciji px pravimo porazdelitvena gostota

Kumulativna porazdelitvena funkcija slucajne
spremenljivke X

Fx(z) = /f px (t)dt

ki predstavlja vse mozne poltrake C' = (—o0, z]. Ce je
F'x zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, je X
porazdeljena zvezno in za vse razen za kon¢no mnogo
totk z velja px (z) = Fi ().

Slucéajni vektorji
Slucajni vektor je n-terica slu¢ajnih spremenljivk
X=(X1,...,Xn): Q2 —>R"

Porazdelitvena funkcija sluéajnega vektorja

Fixq,xp) (@1, 20) = P(X1 <21, , X S zp)

Neodvisnost sluéajnih spremenljivk
Slucajne spremenljivke so neodvisne, e je
X)) (T15 5 @0) = Fxy (1) - Fxp (20)

Torej so dogodki (X1 < z1),...,(Xn < z,) neodvisni.

Fixq,...

Naj bo (X,Y) diskretno porazdeljen slu¢. vektor:

pij = P(X =z;,Y =y;) pi=P(X=u1;) qj =P =y

potem velja:

X, Yneodvisni <= p;; = piqj

Naj bo (X,Y) zvezno porazdeljen slué. vektor z
gostoto p(x,y)(l}, y), potem velja:

X, Yneodvisni <= 3px,py : p(x,v) (=, y) = px (z)py (y)

Funkcije sluéajnih spremenljivk

Naj bosta A, B C R odprti mnozici in h : A — B taka
bijekcija, da je funkcija h~! : B — A zvezno
odvedljiva. Nadalje naj bo X zvezno porazdeljena
slucajna spremenljivka z gostoto px, ki je izven
mnozice A enaka ni¢. Tedaj je slucajna spremenljivka
Y := h(X) porazdeljena zvezno z gostoto:

_Jox () [ ()| veB
py (y) = ,
0 sicer

Naj bo X zvezno porazdeljena slucajna spremenljivka z
gostoto px, skoncentrirana na odprti mnozici A. Naj
bo h: A — R zvezno odvedljiva in h'(z) # 0 za
Vz € A. Tedaj je sluéajna spremenljivka Y = h(X)
porazdeljena zvezno z gostoto:

px(x)
py = >
2 @)
h(z)=y

Naj bosta A, B € R™ odprti mnozici; h : A — B taka
bijekcija, da je h~! parcialno zvezno odvedljiva; X sl.
vek. porazdeljen zvezno z gostoto px. Tedaj je

Y = h(X) porazdeljen:

_ Jpx(hT ()| det J(hT (y)| yeB
py(y) = )

0 sicer
dhy dhy
dxq Oxp,

Jg =
ohn dhn
9z ctt Dan




Matemati¢no upanje

Diskretno porazdeljena sl. sprem.

X ~ (Il o
P11 P2

oo oo
BE(X) = zipx S Y |zklpr < oo
k=1 k=1
oo

> h(zk)pk

k=1

=>"> h(@i,y))P(X =2, Y =y;)

i=1j=1

E(h(X)) =
E(h(X,Y))

Zvezno porazdeljena sl. sprem. X z gostoto px

E(X) = /jo zpx (z)dxr &e /jc |zlpx (z)dx < oo

B(h(X)) = /Oo h(z)px (z)dz

B = [ [ b npx .y o, )dedy
—oco J —o0
Za neko zvezno funkcijo h.
Lastnosti

Ce ima |X| mat. up., ga ima tudi X in velja
[E(X)] < E(1X])

Ce obstaja E(X?) in E(Y?), obstaja tudi E(XY) in
velja:

|E(XY)| < E(IXY]) < /E(X?)E(Y?)
Za poljubne sl. sprem X1,..., X, velja:
E(@a X1+ ...anXp) =a1E(X1)+ -+ anE(X,)
Indikator dogodka
Indikator dogodka A je sl. sprem.:
1  Ase zgodi
1a = E(l14) =P(A
A {0 Ase ne zgodi (14) (4)
Disperzija (varianca)
D(X) = B(X — BE(X))*) = BE(X?) - (E(X))?
Lastnosti:
e D(X)>0

e D(X)=0 < P(X=EX))=1

e D(aX) =a’D(X)
Standardna deviacija/odklon:
o(X) =+/D(X)

zanjo velja o(aX) = |a|o(X).

Nekoreliranost

Sl. sprem. X in Y sta nekorelirani, ¢e velja:
E(XY)=E(X)E(Y)
X,Y neodvisni = X, Y nekorelirani
Ce imata X in Y disperzijo, je nekoreliranost
ekvivalentna zvezi:

D(X +Y) = D(X)+ D(Y)

Kovarianca

K(X,Y) = E(X - E(X))(Y — E(Y)))

= E(XY) — E(X)E(Y)

o K(X,X)=D(X)

e K(X,Y)=0 <= X, Ynekorelirani

o K(aX +bY,Z) =aK(X,Z) + bK(Y, Z)
e K(X,Y)=K(Y,X)
e K(aX +b,cY +d) =acK(X,Y)

o |K(X,Y)| < /D(X)D(Y)

e D(X+Y)=D(X)+D(Y)+2K(X,Y)
. (X1+ -+ Xn)=D(X1)+ -+ D(Xn) +
Z Z j=i+1 (X’i’Xj)
Standardizacija
X - E(X)
T mTm)
Korelacijski koeficient
_ KxY)
r(X,Y) = X E(XsYs)

Lastnosti:
e 7(X,Y) =0 <= X, Ynekorelirani
e —1<r(X,Y)<1
e r(X,Y)=1 > P(Xg=VYs)=1
o r(X,Y)=-1 + P(Xs=-Yg)=1

e r(aX +b,cY +d) =r(X,Y)

Pogojne porazdelitve

Pogojna porazdelitev sl. sprem. X glede na dogodek B:
ai az -
X|B ~ <P(X:a1|B) P(X = az|B) )

Pogojna porazdelitvena funkcija

sl. sprem. X glede na dogodek B:

Fx|p(z) = Fx(z|B) = P(X < z|B) =

P(B)

Ce je pogojna porazdelitev zvezna, obstaja tudi
pogojna porazdelitvena gostota:

px|B(z) = F&\B(I)

Pogojna gostota

P(X,Y)(% Y)

px (z|Y =y) = px(zly) =
Py (y)

P((X < z)NB)

Pogojno matemati¢no upanje

Zh z)P(X

By =y = [ apxy (el

E(h(X)|B) = = z|B)

1 [o')
= / zpx,y)(z,y)dz

Py (y)
E(h(X,)|Y =y) = E(h(X,y)|Y =)
E(h(X,V)]Y)=>_ h(zY)P(X = x]Y)

BRI = [ b Vopxpy @Y )da

Za vsako sluc¢ajno spremenljivko X in dogodek B velja:
E(XZ) E(XZ2)

P(B)  B(2)

kjer je sl. sprem. Z indikator dogodka B.

E(X|B) =

Za vsako sl. sprem. X z mat. up. in popoln sistem
dogodkov Hi, Ha, ... velja izrek o polni pri¢akovani
vrednosti

E(X) = P(H1)E(X|Hy) + P(H2)E(X|H2) + ...
Regresijska funkcija
ely) = BEX|Y =vy)

Za vsako sl. sprem. X z mat. up. in diskretno sl.
sprem. Y velja:

E(Xg(Y)|Y) = E(X]Y)g(Y)
E(Xg(Y)) = E(E(X|Y)g(Y))
B(X) = E(E(X]Y))

Za vsak dogodek A in vsako sl. sprem Y velja:
E(P(A]Y)) = P(A)

Momenti

Moment reda k glede na tocko a je

mg(a) = E(X — a)k) ce obstaja

e ZaZetni moment z; := m;(0) = E(X")

e Centralni moment
my i= mi(BE(X)) = B(X — E(X))")
o Faktorski moment reda r:
EX(X-1)...(X —r+1)) =aP1)

zZ1 :E(X) m2:D(X)
Ce obstaja my, (a), obstaja tudi my(a) za Yk < n.
Ce obstaja z,, obstaja tudi m,(a) za Va € R
Centralne momente lahko izracunamo iz zacetnih:
n
n
My = 1 n—k_n—k

> ()0

k=0
Asimetrija

AX)= B(X3) = B ((X;E(X)f’) - ms

o(X)

YA > 0: AAX) = A(X)

Sploséenost (kurtozis)

4
X - E(X
Kx) = |(X2X) | o
VD(X) ma
Presezna sploscenost:

K*(X)=K(X)-3

Vrstilne karakteristike

Kvantil reda p

je vsaka vrednost x,, za katero velja:
P(X<zp)2pin P(X 2xp) 21—p
oz. F(ap—) < p < F(zy)

e Mediana: x 1
2

o Kvartili: z1,z2,x3
1 1 1
e (Per)centili: z 1 ,...,z 0
100 100

Semi interkvartilni razmik

Rodovne funkcije

Naj bo X sl. sprem. z zalogo vrednosti NU {0}:
p=P(X =k k=0,1,2...

Rodovna funkcija sl. sprem. X:
Gx(s) =po+p1s+p2s’ + -

)

_ k

= E PksS
k=0

Obstaja za vse [s] < 1.

(k)
P(X =k) = Gx (0
K!
Gx(0)=po Gx(1)=1 Gx(s)=E(sY)

Izrek o enoli¢nosti:

Vs € [-1,1] : Gx(s) = Gy (s)

«— P(X=k)=P(Y =k)Vk=0,1,2,...

. ’ s o k— 1 _
£‘1%111GX(S) = lslgllkzlkpks = E(X)

oo
1 . k—
= lim kpy s
l;l sT1 P

Naj bo X sl. sprem. z rodovno funkcijo G x, potem je:

P =BEX(X-1)(X—2)...(X —n+1))
Naj bosta X1, ..., X, neodvisne sl. sprem. z
rodovnimi funkcijami Gx,,...Gx,,:

GX1+A.A+X7L(S):le(s).‘.GXn(S) VSG[*l,l]

Naj bodo Vn € N sl. sprem N, X4, ..., X, neodvisne.
Naj ima N rodovno funkcijo Gy in X; rodovno



funkcijo Gx (X1,...,X, so enako porazdeljene). Naj
bo S = X1+ -+ X,,. Potem je:

Gs:GN(Gx(S)) Vs € [—l,l]

Velja tudi E(S) = E(N)E(X).
Gax(s) = Gx(s%)

Znane rodovne funkcije

oo 1 b 1 7qh+1
n n
qg = — q = —
o a b a b+1
n q n q —4q
- Y-t
n=a 17q n=a 17q
n n o__ n—1 n—2 n—2 n—1
a” —b" = (a—b)(a +a b+ ...+ ab +5b )
agt-tap_qak1 k—1 k 2k—1
T ao+...+ar_1x +aox"+...far_1x +.
n _ CN N ke ke
(z+y)"=>_ (k)w y
k=0
1 i ("Jrk*l)xk
(1 —z)™ = k

@ =M= ()=

Momentno rodovna funkcija

Mx (t) = E(e**)

Vt € R ce obstaja

1+z1t+§t2+3—?t3+...

V primeru, ko ima X zalogo vrednosti v NU {0}, je
Mx(t) = B(e"™) = Gx(e")

Za zvezno porazdeljeno sl. sprem. X velja:

Mx (t) = /oo e px (z)dz

Naj pri nekem § > 0 Mx (t) obstaja za vse t € (=4, 9).
Potem je porazdelitev za X natanko dolo¢ana z Mx in
vsi zaCetni momenti obstajajo:

2y = BE(X*") =M ©0)  VkeN
SN 2k Lk

Mx (t) = Zﬁt vt € (=6, 98)
k=0 "

Trditev: bt
MaX+b(t) =e Mx (at)

Ce sta X in Y neodvisni, je:

Mxyy (t) = Mx (t) My (t)

Izreka o velikih Stevilih

Zaporedje sl. sprem. {X,}, cy verjetnostno
konvergira proti sl. sprem. X, ¢e

¥e>0: lim P(|X, - X|>e) =0

Ve>0: lim P(|X, —X|<e) =1
n— oo

Zaporedje sl. sprem. {X,}, .y skoraj gotovo (s.g.)
konvergira proti sl. sprem. X, ce

P(lim X, =X)=1
n— oo

Ce X, =9, X, potem
n— oo

Ve >0: lim P(|X, —X|<eVn>m)=1
m— 00

Ce X, ELLLLEN X, potem X,, ELLLEND '
n— oo n-— oo
Naj bo X1, X2, Xy, ... zaporedje sl. sprem. z mat. up.

innajbo S =X+ + Xy, ¥, = In=EEn)

je E(Yn) =0.

. Potem

Za {Xn}neN velja Sibki zakon o velikih Stevilih, ce
zap. {Yn}, ey konvergira proti 0 verjetnostno, tj.

. [Sn — E(Sn)|
Ve>0: lim P| ——<¢e) =1
.. n— oo n
Za {Xn}nEN velja krepki zakon o velikih Stevilih,

&e zap. {Y,} konvergira proti O skoraj gotovo, tj.

P(lim w:()):l
n— oo n

Neenakost Markova

neN

Ce je X sl. sprem. z mat. up., potem je

P(|X\za)§@ Ya >0
Neenakost Cebiseva
Ce ima X disperzijo, je
P(X ~ B(X)| > a0(X)) < = Va >0
oziroma za € := ao(X)
P(X ~ B(X)| 2 0) < 230

Izrek Markova: Ce za sl. sprem. {Xn}nen velja
DEn) 0, potem velja SZVS.

n n—00
Izrek Cibiseva: Ce so sl. sprem. X1, Xa,... paroma
nekorelirane in je sup, ¢y D(Xn) < oo, potem velja
SzvSs.
Izrek Kolmogorova Naj za neodvisne slucajne
spremenljivke X1, Xa,... velja pogoj

>, D(X
Z ( 271) < oo
n=1 "

potem za {Xn}, oy velja KZVS.
Zgornji pogoj velja, ¢e je sup,, D(X,) < co

Naj bodo X1, X3, ... neodvisne in enako porazdeljene
sl. sprem. z disperzijo. Potem velja KZVS.

Centralni limitni izrek

Naj bo X1, X2, Xp, ...
innajbo S=X;+.--+X,, Z, =
je B(Zn) =0 in D(Zn) = 1.

zaporedje sl. sprem. z mat. up.
sn7E<S’IL)

TG Potem

Za {Xn}, ey velja centralni limitni zakon, ce

Fz, (r) —— Fn@©,1) Yz €R
n— oo

Ce so X1, X3, ... neodvisne in enako porazdeljene,
velja centralni limitni zakon. Za velike n je
Sp ~ N(E(Sn),o(Sn))

E(S,) =nE(X1)

_ T 2
CELEAN RN R
o(Sn) n—oo 21 J o

oz 200 () -+ (5)

D(S,) =nD(X1)

Za neodvisne (neenako porazdeljene)
spremenljivke moramo navadno sesteti:

B(Sn) = 3 B(X)

D(S.) = 3 D(X.)

Ce neki sumand X izstopa (prispeva celo ve& kot
polovico variance), ga moramo obravnavati posebej:
Npr verjetnost za S = 10X7 + - - - + X,, razdelimo na
verjetnosti S’ = X5 + --- + X,, po moznostih X.

Izrek o zveznosti rodovne funkcije

Naj za zaporedje {Zy }, cy sl. sprem. velja

+2

Mz, (t) = Mn@,1)(t) =e 2 vt € (—94,0)

potem
Fz,(z) = Fn(o,1)(x) vz € R

Funkcija I'

o I'(s) = [ x° e "du, Vs >0

e I'(1)=1

e I'(s+ 1) = sI'(s)

e T(3) =7

e I'(n+1)=mn! n €N

o I'(z)I'(1 —z) = S(re)

Funkcija B

e B(p,q) = fol zp71(1 — x)qfldm, Vp,q >0
oo uP~1
* 500 = [ e
_ T(pT(q)
e B(p,q) = m

™

e 1B(p,q) = /07(sinx)%_l(cosx)%_1

e simetri¢nost: B(p,q) = B(q,p)

Sestevanje, konvolucija, razno

Konvolucija (diskretna)

i P(X =k)P(Y =n—k).

k=—o0

P(X+Y =n)=

Konvolucija (zvezna)

pxiv(@ = [~ px@py (- o) do.

Normalne porazdelitve
X ~ N(p1,01), Y ~ N(pz,02) =
X 4+Y ~ N(p1 + p2, /o2 +02)
X —Y ~ N(p1 — p2,y/0? +03).
aX +bY ~ N(apx + by, \/a2e% + b202.).
Poisson

X ~ Pois(A1), Y ~ Pois(A2) = X +Y ~ Pois(A1 + A2).

Binomska

X ~ Bin(ni,p), Y ~ Bin(na,p) = X+Y ~ Bin(ni+nz,p).

X ~ Bin(ni,p1), Y ~ Bin(na, p2) =

P(X4Y = k) = i <nil>p7i(1*pl)n1_j(knf Z.)10’5_"(1*102)"2

Eksponentna in Gamma

X,Y ~Exp(A) = X +Y ~T(2,\).
X ~ F(k}l,e), Y ~ F(kz,e) = X+Y ~ F(kl +k2,9)
Laplaceova porazdelitev

Simetri¢na porazdelitev z ostrim vrhom, uporablja se
za modele z ve¢jimi odstopanji kot pri normalni.

px(z):%ef‘m‘ E(X)=0, Var(X)=2
Sn=X1+ -+ Xn:E(S,) =0, Var(S,)=2n
Sn & N(0,V2n)
Aproksimacije
Aproksimacija Pogoji
e ~1+zx |lz] < 1
e >1+x Vax
1n(1+m)sz% lz] < 1
In(l+z) <z x> —1
ln(l—z)z—m—é <z K1
In(l —2) < —x 0<z<1
1+z)" =e™® |z] < 1, n velik
(1-8)Y" 14 =8 n velik
1—(1— 5)1/" ~ 771“(1”_[3) n velik
1-2)"=e ® n velik
(1—Z)y"<e x>0




Osnovni pojmi statistike

Na verjetnostnem prostoru (€2, F) imamo sl. sprem X.

Vzorec velikosti n je sl. vektor (X1,..., X)), kjer so
X, paroma neodvisni in porazdeljeni kot X.

Vrednost tega sl. vektorja pri enem naboru meritev je
(1,...,2n). To so konkretni podatki, ki jih
analiziramo.

Ocene za i (mat. up. sl. sprem X)
e vzoréno povpredje: T = m%

e vzor¢ni modus: najpogostejsa vrednost

e vzoréna mediana: srednja vrednost v po velikosti
urejenem vzorcu

Ocene za o (standardna deviacija X)
e vzoréni razmak: max(z) — min(x)

e vzorcna disperzija: sg = % A

(i — mi)z
e vzorcna deviacija: sg = 1/83

e popravljena vzorcna disperzija:
2 _ _1 noo(m N2 _ n 2
§T = 51 zi:1(x 17/) = n-150

e popravljena vzoréna deviacija: s = V' s2

Vzoréne statistike in cenilke

Naj bo (X1, ..., X,) vzorec velikosti n.

Vzoréna statistika je simetri¢na funkcija vzorca:

G=Y =Y, =g(X1,...,Xn)

Praviloma vzoréna statistika ocenjuje nek parameter gq.
Tedaj je ¢ cenilka parametra.

g je nepristranska cenilka, ¢ce E(§) = g, sicer

pristranskost merimo kot B(§) = E(q) — gq.

Y je dosledna cenilka, ¢e Y, 2™, g oziroma
n-— oo

Ve > 0:lim, o0 P(|Yn —gq] <) =1.
Standardna napaka vzoréne statistike SE(G) je
standardna deviacija o(§).

Srednja kvadratiéna napaka:
MSE(§) = E((4 — 9)*) = D(9) + B(§)*.
Naj bo Y;, cenilka za q. Ce je E(Y,) — ¢ in
n— oo
D(Y,,) —— 0, ali lim,,—,oc MSE(Y;,) = 0, potem je
n— oo
Y,, dosledna cenilka za q.

Ce je ¢ nepristranska, je
primeru oznac¢imo

SE(q) = \/vare(g) - standardna napaka

MSE(G) = vare(g), v tem

Vzoréna statistika y?

1 & — n n—1

2 2 2 2
—— X; — X - 8% = S

X o2 Z( ) 270 o2

=1

x> ~x*(n—1)

Studentova porazdelitev

_ntl

1 t2 2
[— I R,
VvnB(%,3) n

_n+1
e (e
VIl (%) n

Metode za pridobivanje cenilk

pr(t) =

Momentna metoda

Naj bo (X1, ..., X,) vzorec velikosti n in k € N.
Vzoréni k-ti moment

Zk:%(Xf+"'+Xs)

je nepristranska dosledna cenilka za z;, = E(X").

Naj bo X zvezno porazdeljena z gostoto
p(z;€1,...,&n) in naj obstajajo zafetni momenti

2 = B(X®) = [ aPp(z;é1,...,6n)da za
k=1,...,m. Denimo, da se iz teh enacb da izraziti
parametre £, = @k (z1,...,2m). Potem je

Cr = p(Z1,...,Zpy) cenilka za parameter .

Metoda maksimalne zanesljivosti
(verjetja)

Naj bo gostota odvisna od parametra a: p(z|a).
Funkcija zanesljivosti:

L(ales,....2n) = p(e1]a) ... p(ana)

Pri danih z1,...,z, izberemo a, da je dosezen
maksimum funkcije L.

InL = Inp(zi]|a) + Inp(zz|a) + - - + Inp(z,|a)

9lnL __
da =0

Ta vrednost je odvisna le od z1,...,x,, torej
amax = @(z1,...,xyn). Tako dobimo cenilko za a:

C=¢(X1,...,Xn)

Izpeljava gostote znaéilke: py (z|a) = Fy,(z|a),
Fy(za) = (F(z|a))™, pv(zla) = n(F(z]a))" " 'p(z|a)

Intervalsko ocenjevanje parametrov

Naj bo gostota sl. sprem X odvisna od parametra & in
naj bo (z1,...,x,) vzorec.

Interval [A, B] (ki je odvisen le od vzorca) je interval
zaupanja za parameter £ pri stopnji tveganja
a € [0, 1], &e je verjetnost

PEelAB)=1-a P ¢[A B])=a
Stevilu 8 = 1 — « reGemo stopnja zaupanja A in B
pa sta vzoréni statistiki.

Waldov interval zaupanja

n neodvisnih poskusov vsak uspe z verjetnostjo p.
Opazimo, da uspe S poskusov.

N S 1 (l-«
p=— C:Za/z:‘I> o

Waldov interval zaupanja za p:

1—2 1—o
P p(1 - ) <p<pte p(1 - )
n n

Ta interval zaupanja ni preveé natancéen. Racunamo
le na toliko mest kot jih ima n in enice ne Stejemo za
mesto.

Ocenjevanje u in o

Opazimo X1,...,X, ~ N(u,o)

e Zanima nas [, o je znan.
X —n co

- Vn ~ N(0,1) A:ﬁ

_1<1—a
c=2q2=79®

e Zanima nas pu, o ni znan. Za o vzamemo cenilko
s.

X —pn cs
n ~ Student(n — 1) A=
Vn

X-A<p<X+A

c=tqs2(n—1)
e Zanima nas o, g ni znan.

1 & — (n—1)s?
LS -xr - D

2
= ~ X (n=1)
i=1

2 2
c1 = lea/2(n7 1) C2 = Xa/z(n* 1)
n—1 n—1

<o<s
c2 C1

Preizkusanje hipotez

Hipoteza je enostavna, ¢e natan¢no doloca
porazdelitev, sicer pa je sestavljena.

Izberemo stopnjo znacilnosti «, to je verjetnost, da
zavrnemo pravilno hipotezo. Testi znacilnosti nam
povejo ali pri dani « in vzoréni vrednosti zavrnemo
hipotezo ali ne.

Test Z
X ~ N(p, o), o poznamo, po dano stevilo

Ho(p = po) : Hi(p # po)

Testna statistika, ki odlo¢a o zavrnitvi hipoteze:
X —
z=2"H &

o

Ce velja Hy, je Z ~ N(0,1).

Iz tabele razberemo z,/2 > 0, da je
P(Z > z4/2) = a/2.

Hipotezo Hy zavrnemo, Ce vzoréna vrednost za Z lezi
na kritiénem obmocju:

Ko = (=00, —=24/2] U [24/2, )
proti Hli D # po, Ce je |Z| > ‘571(1;()‘)
proti Hf’ T > po, Ceje Z > q)_l(% —a)

proti Hy :p < po, e je Z < —o1! -

) X-A<p<X+A

Neznane verjetnosti v bernoullijevem zaporedju
veliko poskusov:

7z = £zt gp =

podobne kot pri Z testi samo vse ® ! so z pozitivnim
predznakom)

w (meje kriti¢nega obmocja

Test T

X ~ N(p,0), o ni znan, po dano stevilo
Ho(p = po) : Hi(p # po)

Testna statistika, kjer je s popravljena vzoréna
disperzija:

X — po

S

T= Vn

Ce velja Hy, je T ~ Student(n — 1).

proti Hy" : > po, e je T > to(n — 1)
proti H; :p < po, Ceje T < —to(n —1)
proti Hli S F# po, ceje |T| >ty a(n — 1)
Vzorci po parih

Imamo neodvisne pare (X1,Y1),...,(X,,Y,) 2z
(X;,Y;) ~ N(px,py,0x,0yv, p). Preverjamo
Ho:px = py-

Pare pretvorimo v razlike: R; = X; — Y; in na njih
naredimo T test za po = 0.

FS_ti\dent(nfl)(l —a)=ta(n—1)

Ko = [ta(n —1),00)
Ko = (=00, —ta(n —1)]

HIX x> py
HY ux < py
Hi ux # py

P - vrednost

je najmanjSa stopnja znacilnosti « pri kateri Se lahko
zavrnemo hipotezo (pri danih vzorénih podatkih).
Dolo¢imo tako da o gledamo kot spremenljivko v enem
od zgornjih pogojev (mej).

Studentov primerjalni test

Imamo 2 neodvisna vzorca velikosti m in n. Prvi je
vzet iz populacije na kateri imamo sl. sprem
X ~ N(px,o), drugi pa je vzet iz populacije na kateri
imamo sl. sprem Y ~ N(py, o).
Parametrov pux, uy, o ne poznamo.
Naj bosta Si in S%, popravljeni vzoréni disperziji za
(X1ees Xon) i (Vi eeey V).
Skupna vzoréna varianca je
(m —1)S% + (n — 1)S%

m+n—2

5% =

Testiramo hipotezo Ho(ux = py) : Hi(px # py).
Testna statistika:

T="—" /-

S m+n

Ce Hy velja, je T ~ Student(m + n — 2).

Ko = (7007 7t&/2(n - 1)] u [ta/Q(n - 1:



Test x° (Pearson)

Naj ima sl. sprem X porazdelitveno funkcijo F', ki ni
znana.

Preizkusamo domnevo o tipu porazdelitvenega zakona:
Ho(F = Fo) : Hi(F # Fo)
kjer je Fy dana porazdelitvena funkcija.

Zalogo vrednosti sl. sprem X razdelimo na r razredov:

Si,...,Sr, da je pp, = P(X € Si|Hp) > 0 za
Ve=1,...,r.
Naj bo (X1,...,X,) slucajni vzorec za sl. sprem X in

Ny, stevilo vrednosti vzorca, ki padejo v Sy.

Ny, ~ Bin(n, px), k=1,...,r Ny = npg

Pri velikem n ima statistika

opazena f. pricakovana f.
N

k=1
priblizno porazdelitev x?(r — 1)
Iz tabele razberemo c, > 0, da je P(x? > ca) = .
Kriti¢no obmoé&je: Ko = [ca, 00);Ca = F)ZQI(r—l)

Preizkus je dovolj natancen, ¢e je r > 3 in Ny, > 5 za
vse 3. Ce dobimo N < 5, lahko razrede zdruzimo. Za
r = 2 pa lahko uporabimo kar dvostranski preizkus
uspeha poskusa.

Trditev: Ce so v testu x? verjetnosti py odvisne od
parametra 6, potem ima statistika

2= "\ (Ni — npi(9))?
npi(0)

porazdelitev priblizno x2(r — 2), kjer je 0 cenilka za 0
po metodi maksimalne zanesljivosti.

k=1

Linearna regresija
Linearni regresijski model:
Y=a+bx+U

Pri fiksnem x predpostavimo, da Y = a + bx + U, kjer
sta a, b konstanti in U ~ N (0, 0). Z drugimi besedami

Y ~ N(a+bz,0). y = a+ bz je regresijska premica.

Za razli¢ne vrednosti z1,...,z, dobimo slucajni
vektor (Y1,...,Yy), kjer je Yi ~ N(a + bxy, o).

Radi bi ocenili vrednost a in b.

Metoda maksimalne zanesljivosti
Is¢emo min: RSS = 337 | (ys — 4 — bx;)?
Sz —B) (Ve = Y) i

b= a=Y - bz
B
Vpeljemo vsote:
n n n
2
Sew =Y @} Sy = wkYe Si=» i
k=1 k=1 k=1

n
Sy => Y
k=1

(1-a).

Intervalsko ocenjevanje koeficientov
regresijske premice

i =y —a— l;:vi, Residualna standardna napaka

RSS =371 é?, SE = ﬁf‘g, Ocenjeni standardni
napaki koeficientov
2
Sie *3 SE

SE, =SE_VZi=1%i _
VR -2 Ve

SE; = —SE_____

b ()2
Intervala zaupanja za a in b pri stopnji tveganja «a sta
z=1tq/2(n—2),a—25E, <a<a+z2SE,,

b—2SE; <b< b+ 25E;

Preizkusanje domnev o koeficientih

a—a b—b
Ho :a:ao,Ta: SHE&O’HD:b:bO’Tb: S”EO7

o

pri stopnji tveganja o domnevo Hy zavrnemo:
proti H1+ ta > ag oz. b > by, Ce je T, oz.

Ty > ta(n —2);

proti H; :a < ag oz. b < by, ¢e je Ty, oz.

Ty < —ta(n—2) =ti_a(n—2);

proti Hli ta # ag 0z. b # by, ¢e je |Ty| oz.
[To] > tas2(n —2)

Napovedovanje

Zelimo napovedati Y pri X = zg, tj. a + bzg + &,
Tockasta napoved: Y = a + bzg, Standardna napovedna

napaka: SEP = SF\/I + % +

(zg—2)2
S (e —2)2)
stopnjo tveganja «, z = tq/2(n — 2), Napovedni
interval: Y —z- SEP <Y <Y +z- SEP

Izberemo

Testiranje neodvisnosti

Prilagoditveni test

To je poseben primer Pearsonevega testa X2

Hy: dogodka A in B sta neodvisna.

p=P(A) q= P(B)
kategorije | AnNB AnB® A®nB A% Bt
verjetnost [ pg  p(1—¢q) (I1—-p)g (1—-p)(1—q)

Ce sta p in ¢ znana, uporabimo test X2 zr=4

2 (Nanp — npq)? n (N 4t —np(1 —q))?

Iz tabele razberemo c,, da je P(x? > cq) = .
Kriti€no obmoéje: Ko = [cq, 00)

Ce pa p in ¢ nista znana, ju ocenimo iz podatkov:
NanB + N, gt = Nanp + N

n n

ACnB

p=
Testna statistika x? je potem porazdeljena x2(1).

Prilagoditveni test lahko posplosimo na vecje
kontingencéne tabele. Denimo, da prva karakteristika
doloca r kategorij (A1, ..., A,), druga pa s kategorij
(B1,...,Bs).

Hy: A; in Bj sta neodvisna.
Naj bo p; = P(A;) in q; = P(Bj).
Naj bo X;; opazena frekvenca kategorije A; in Bj.

Pricakovana frekvenca za X;; je np;qj.

13 .
pi=— J; Xij cenilka za p;

L
Q== Xi
n -

i=1
™ s A A N2
2 (Xij — npid;)
= >
i=1j=1 nPid;

X~ X ((r = 1)(s = 1))

Pri dani stopnji zaupanja « iz tabele razberemo c,, da
P(X2 > cq) = a. Kriticno obmocje: Ko = [cq, 00)

cenilka za q;

Ce je np§ < 5 za kak i, moramo zdruZiti nekatere
razrede.

Neparametricni testi

Test z znaki

analog testa T

Na populaciji imamo sl. sprem. X s porazdelitveno fun.

Fx in sl. sprem. Y s porazdelitveno fun. Fy .

Obravnavamo sl. vektorja (X1,...,X,) in
(Y1,...,Y,), kjer X; in Y; dobimo na istem elementu
populacije.

Testiramo hipotezo: Ho(Fx = Fy)

Definirajmo razliko D; = X; — Y, zai=1,...,n.
Privzamemo, da so vzoréne vrednosti D; # 0, sicer jih
izpustimo in zmanjSamo n.

Ce velja Ho, je P(D; > 0) = 1 = P(D; <0).

Naj bo ST stevilo pozitivnih D;, S~ pa stevilo

negativnih. Tedaj je S1 ~ Bin(n, %), torej je

pe = P(ST =k) = ()27

Pri dani stopnji znacilnosti « je kriticno obmocje:
Ko={ke{0,....,n} : kE<kqalik>n—kao}

kjer je ko dolocena z zahtevama:

ko
P(St <ka)=Y pr <3 in
k=0

npq np(l —Q)
Jr(NAcmB—n(l—p)q)2 (N chpt —n(1—p)(1—q))?
n(l —p)g n(l —-p)(1—q)

ima porazdelitev x?(3)

ka+1

(07

P(ST <kqa+1)= § pr> 5
k=0

Za velike n je ST ~ N(Z,,/nil).
Dodatek iz vaj

Nicelna domneva Hy : P(X >Y) = P(Y > X).
Alternativna domneva:

e HX: P(X>Y)>P(Y > X)

p(k,0) = P(S' > k) = P(S' <1)
e HY : P(Y > X)>P(X >Y)

p(k, 1) = P(S' > 1) = P(S" < k)
e Hi : velja bodisi HX bodisi HY

p(k,1) = 2min(P(S" > k), P(S' > 1))
=2min(P(S8’ < k), P(S' < 1))

Sx 8t. meritev kjer je X > Y, Sy §t. meritev kjer je
X <Y,n=8x+ Sy, S’ ~Bin(n, 1/2)

Hy zavrnemo ¢e je p(Sx, Sy) < a.

Ce je 7 > 10 lahko Hy zavrnemo:

. . Sp—Sy -1
e proti HIX, Ge 22X T > 4,

Vi
. L Sp—Sy -1
e proti HY , ce % < —za
. - |Sp—Sy|-1
e proti Hli,ce Sz=Sy|=t \/ﬁyl > Zas2

Inverzijski test

Analog primerjalnega T testa

Naj bosta X in Y sl. sprem s porazdelitvenima
funkcijama Fx in Fy. Vzorca (X1,...,X,,) in
(Y1,...,Y,) sta neodvisna. Predpostavimo, da m < n.
Vzoréne vrednosti x1,...,Zm, in y1,..., Yy, razvrstimo
po velikosti: z1 < 22 < -+ < Zpgon.

#li;zi <a}+#{i52s <x}+1
2

Ce je vec zaporednih vrednosti enakih, za rang
vzamemo povpreé¢no mesto.

R(z) = rang(z) =

V=Ri+ - +Rn
Ce velja Ho(Fx = Fy) in m +n > 20 in m,n, je V.

priblizno normalno porazdeljena:
(m+n+1)m
2

mn(m+n+ 1)
12

V ~N

)

3

Z =4 —
mn(m +n+ 1)

2V —m(m+n+1)) ~ N(0,1)
HIX(X je stoh. strog. ve¢ od Y (Fx < Fy)) : Ko = [2q,00)
HY(Y je stoh. strog. ve¢ od X(Fx > Fy)) : Ko = (—00, —z
HE(Fx # Fy): Ko = (=00, =24 2] U [za/2, 50)

Inverzija med X; in Y} se pojavi, ¢e ima Y} manjsi

rang kot Xj;.

Naj bo U st. inverzij v zaporedju 21, ..., Zn4m. Potem
jeV=U+ w, ker vsaka inverzija poveéa vsoto

rangov za 1.



	Osnove verjetnosti
	Načelo vključitev in izključitev
	Pogojna verjetnost

	Particije
	Izrek o polni verjetnosti
	Bayesova formula
	Neodvisnost dogodkov

	Slučajne spremenljivke
	Diskretne porazdelitve
	Aproksimacija binomske porazdelitve
	Kumulativna porazdelitvena funkcija

	Zvezno porazdeljene slučajne spremenljivke

	Slučajni vektorji
	Porazdelitvena funkcija slučajnega vektorja
	Neodvisnost slučajnih spremenljivk
	Funkcije slučajnih spremenljivk
	Matematično upanje
	Lastnosti

	Indikator dogodka
	Disperzija (varianca)
	Nekoreliranost
	Kovarianca
	Standardizacija
	Korelacijski koeficient

	Pogojne porazdelitve
	Pogojna porazdelitvena funkcija
	Pogojna gostota
	Pogojno matematično upanje
	Regresijska funkcija

	Momenti
	Asimetrija
	Sploščenost (kurtozis)

	Vrstilne karakteristike
	Kvantil reda p
	Semi interkvartilni razmik

	Rodovne funkcije
	Znane rodovne funkcije

	Momentno rodovna funkcija
	Izreka o velikih številih
	Neenakost Markova
	Neenakost Čebiševa

	Centralni limitni izrek
	Izrek o zveznosti rodovne funkcije

	Osnovni pojmi statistike
	Vzorčne statistike in cenilke
	Vzorčna statistika 2
	Studentova porazdelitev

	Metode za pridobivanje cenilk
	Momentna metoda
	Metoda maksimalne zanesljivosti (verjetja)

	Intervalsko ocenjevanje parametrov
	Waldov interval zaupanja
	Ocenjevanje  in 

	Preizkušanje hipotez
	Test Z
	Test T
	Vzorci po parih

	P - vrednost
	Studentov primerjalni test
	Test 2 (Pearson)

	Linearna regresija 
	Metoda maksimalne zanesljivosti
	Intervalsko ocenjevanje koeficientov regresijske premice
	Preizkušanje domnev o koeficientih
	Napovedovanje

	Testiranje neodvisnosti
	Prilagoditveni test

	Neparametrični testi
	Test z znaki
	Dodatek iz vaj

	Inverzijski test


