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Uvod

Pri¢ujoca zbirka temelji na zapiskih, ki sem se jih odlogil v duhu priprave na ustni izpit
iz matematike digitalizirati. Na pobudo svoje profesorice matematike sem svoje zapiske
nato preoblikoval in uredil tako, da so bili primerni za objavo.

Poudarim naj predvsem, da sem pri vpraSanjih, pri katerih je treba navesti vsaj eno
oziroma dve oziroma tri lastnosti raéunskih operacij, navedel vse lastnosti, ki se pri tem
poglavju obravnavajo v okviru uénega nafrta za matematiko v gimnaziji. Prav tako sem
pri sledeéih vprasanjih, kjer je treba vsaj eno od lastnosti dokazati, veinoma dokazal vse
navedene lastnosti. Dijaki in dijakinje naj torej presodijo, katere lastnosti si bodo najlazje
zapomnili in jih na ustnem izpitu najbolj suvereno navedli ter dokazali.

Na tem mestu naj se zahvalim svojemu nekdanjemu profesorju Tilnu Setini, ki me je ze
nekoliko pred prvim letnikom gimnazije na poseben nagin navdusil nad lepoto matematicne
teorije — vse od same strukture pa do jasnosti in Cistosti njenega zapisa. Hkrati pa
se zahvaljujem tudi profesorici Bojani Dvorzak za napotke in recenzijo, prav tako pa
profesorici Urski Markun za pobudo za nastanek te zbirke.

Dodam pa naj, da seveda dopuséam moznost, da so se v knjigo nehote prikradle taksne ali
drugaéne napake in tiskarski gkrati, zato bom zelo vesel prav vsakega popravka oziroma
komentarja, ki mi ga lahko sporoéite na elektronski naslov vidkavcic@gmail.com.

Kakor koli, v vsakem primeru resni¢no upam, da bo zbirka (so)maturantom v kar najvecjo
pomoc.

Vid Kav¢ic¢



Merila za ocenjevanje

Kandidat lahko pri ustnem izpitu doseze 20 tock, od tega:

e do 18 tock za odgovore na vprasanja in

e do 2 tocki za korektno matematiéno izrazanje.

1. Odgovor na vpraSanje z izpitnega listka se skladno z veljavnim Predmetnim izpitnim
katalogom za splogno maturo — matematika tockuje z od 0 do 6 tockami. V tem delu
lahko kandidat prejme skupaj najve¢ 18 tock.

Vsako vprasanje je razélenjeno na podvpraSanja. Najvecje Stevilo tock, ki jih kan-
didat lahko prejme za povsem pravilen odgovor na posamezno podvprasanje, je za-
pisano pri vsakem podvprasanju.

Vse tocke prejme kandidat, ki pravilno odgovori na posamezno podvprasanje in tudi
na morebitna izpraSevalCeva dodatna vpraSanja, s katerimi preverja razumevanje
snovi. Pri ustnem izpitu izpraSevalec vsebine vpraSanj in podvpraSanj ne razsirja,
lahko pa postavlja dodatna vprasanja, s katerimi preveri kandidatovo razumevanje
snovi, na primer: razlozite, pojasnite, utemeljite, povejte e drug podoben primer
ipd.

2. Poleg odgovorov na vprasanja se oceni tudi kandidatova korektnost matematitnega
izrazanja. V tem delu lahko prejme najveé 2 tocki:

2 tocki prejme kandidat, ki se korektno matemati¢no izraza, vkljuéno z uporabo
ustrezne matemati¢ne terminologije in simbolike.

1 toc¢ko prejme kandidat, ki se pretezno korektno matematicno izraza in le delno
uporablja ustrezno matemati¢no terminologijo in simboliko.

0 tock prejme kandidat v ostalih primerih.

www.ric.si




1. tolk

1 Izjavni ra€un

Kaj je izjava?

Izjava je vsaka smiselna poved, za katero lahko dolo¢imo, ali je pravilna ali nepravilna (ni
vprasalna ali vzkli¢na).

Kaj je negacija dane izjave? Kdaj je negacija pravilna (resni¢na) in kdaj ne-
pravilna (neresnitna)?

Negacija izjavi A priredi novo izjavo —A (beremo ne A), pri Gemer velja, da je —A
pravilna, ée je A nepravilna, in nepravilna, ¢e je A pravilna.

Negacija izjave je zanikanje dane izjave.

Kaj je konjunkcija izjav?

Konjunkcija dveh izjav A in B je vezava izjav z operacijo in, kar oznacimo A A Bin
preberemo A in B. Konjunkcija izjav je pravilna le, Ce sta obe izjavi pravilni.

Kaj je disjunkcija izjav? DokaZite, da je izjava —(A A B) enakovredna izjavi
(—A) v (—B) za poljubni izjavi A in B.
Disjunkcija dveh izjav A in B je vezava izjav z operacijo ali, kar zapiSemo Av Bin

preberemo A ali B. Disjunkcija dveh izjav je pravilna, ¢e je vsaj ena od obeh izjav
pravilna.

Enakovrednosti izjav —=(A A B) in (—A) v (—B) pravimo De Morganov zakon.

DOKAZ. Izjavi sta enakovredni, e imata enako logi¢no vrednost, kar pomeni, da sta
bodisi obe pravilni bodisi obe nepravilni ne glede na logi¢ne vrednosti posameznih izjav
A in B. De Morganov zakon lahko dokaZemo s pravilnostno tabelo.

A|B|AAB|—(4AB) -A|-B|-Av-B
P{P| P N N | N N
PIN| N P N | P P
N|P| N P P | N P
N|N| N P P | P R

Dani izjavi imata ne glede na logi¢ne vrednosti poljubnih izjav A in B enako logi¢no
vrednost, torej sta enakovredni. |




- St totk

St. totk
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2 lzjavni racun

Kaj je tavtologija?

Tavtologija je vsaka sestavljena izjava, ki je pravilna pri vseh kombinacijah logi¢nih
vrednosti posameznih izjav.

Primer tavtologije je izjava A v —A.

Kaj je implikacija? DokaZite, da je izjava A = B enakovredna izjavi (—B) = (—A)
za poljubni izjavi A in B.

Implikacija je vezava dveh izjav A in B z operacijo iz A sledi B, kar zapiSemo A = B.

Implikacija ni pravilna le, ¢e iz pravilne izjave sklepamo na nepravilno izjavo.

Dokazimo, da je izjava A = B enakovredna izjavi (—B) = (—A) za poljubni izjavi A in
B.

Dokaz. Izjavi sta enakovredni, ¢e imata enako logi¢no vrednost ne glede na logi¢ne
vrednosti posameznih izjav A in B. To lahko prikazemo v pravilnostni tabeli.

A|B|A=2B -B|-A| -B=-A
PP| P N | N P
P|N| N P | N N
N|P| P N | P P
N|N| P P | P P

Dani izjavi imata ne glede na logi¢ne vrednosti poljubnih izjav A in B enako logi¢no
vrednost, kar pomeni, da sta enakovredni. a

Kaj je ekvivalenca? Predstavite primer ekvivalence, ki je pravilna.

Ekvivalenca je vezava dveh izjav A in B z operacijo A natanko tedaj kot B, kar zapiSemo
A < B. Nova izjava pove, da iz A sledi B in tudi iz B sledi A. Ekvivalenca je pravilna, ¢e
imata obe izjavi enako logi¢no vrednost. To pomeni, da sta obe pravilni ali obe nepravilni.

Primer pravilne ekvivalence:

A: Trikotnik je pravokoten.
B: V trikotniku velja Pitagorov izrek.
A < B: Trikotnik je pravokoten natanko tedaj, ko v trikotniku velja Pitagorov izrek.




3 Mnoiice

St totk .. o 0 BB o ST}
Kaj je prazna mnoZzica in kaj je univerzalna mnoZica?

Prazna mnozica (oznaka: {} oziroma ) je mnozica, ki nima nobenega elementa.
Univerzalna mnozica U/ je mnozica elementov, ki nas v danem primeru zanimajo. Vsaka

druga obravnavana mnozica A v danem primeru je podmnozica univerzalne mnozice.

8 totk - ] . - o . : .
= Kaj predstavlja razlika dveh mnoZic? Kako oznacimo razliko dveh mnozic in

2 kako jo grafi¢no predstavimo?

Razlika mnozic A in B je mnozica, ki vsebuje vse tiste elemente, ki so elementi A in
hkrati niso elementi B, kar zapiSemo kot

A—B={zel,(ze A)n (z ¢ B)}.

Razliko mnozic A in B oznatujemo kot A — B oziroma A\B.

r‘ ‘“‘W Kaj je komplement mnozZice?

Komplement mnozice A je mnozica A°, ki vsebuje natanko vse tiste elemente, ki so v
univerzalni mnozici  in niso v A.

A={zel,z ¢ A}

10



Dokazite, da je (A U B)® = A° n B¢ za poljubni mnoZzici A in B.

Predpostavimo, da presek poljubnih mnozic A in B ni prazna mnozica. Na spodnji sliki
je osenten komplement njune unije. Pravokotnik ponazarja univerzalno mnozico U.

(A v B)°

Na naslednjih slikah pa so zaporedoma osenceni komplement mnozice A, komplement

mnozice B in presek komplementov obeh mnozic.

A€ n B¢

Na prvi in zadnji sliki sta osenéeni enaki mnoZici, torej je (A u B)® = A n BC.

Preverimo enakost Se za disjunktni mnozici, torej mnozici, katerih presek je prazna mmozica.
Pokazimo s pomocjo Vennovega diagrama, da tudi v tem primeru enakost velja.

(A v B)C Be

A n B¢

11



St. tozk

St. otk

St. totk

4 MnozZice

Kdaj je mnoZica A podmnoZica mnozice B?

Mnozica A je podmnozica mnozice B (oznaka: A < B), ¢e je vsak element mnozice A
tudi element mnozice B.

Kdaj sta dve mnozici enaki?

Dve mnofZici sta enaki, ¢e imata iste elemente. Za enaki mnozici velja, da sta druga drugi
podmnozici.

A=B< (AcB)A(Bc A

Kaj je presek dveh mnoZic? Moc mnoZice A je n, mo¢ mnozice B pa m.
Ocenite, koliksna je lahko mo& mnoZice A n B.

Presek mnoZic A in B je mnoZica elementov, ki so elementi tako mnozice A kot tudi
mnozice B.

AnB={z;(x e A) A (zeB)}

Naj bo brez skode za splognost n > m. Najvefja mozna mo¢ mnozice An B je m (mnoZica
B je podmnozica A). Najmanja mozna mo¢ mozice A n B je 0 (mozici nimata skupnega
elementa).

Kaj je unija dveh mnozic? Mo¢ mnoZice A je n, mo€ mnozice B pa m. Ocenite,
koliksna je lahko mo& mnozice A u B.

Unija mnozic A in B je mnoZica elementov, ki so elementi mnozice A ali elementi mnozice
B.
AuB={z;(ze A) v (zeB)}

Naj bo brez 8kode za sploSnost n = m. Najvetja mozna mo¢ mnozice A N B je m +n

(mnozici nimata skupnega elementa, presek mnozic je prazna mnozica). Najmanjsa mozna
mo¢& mnozice A U B je n (mnoZica B je podmnozica A).

12



~ 5t. totk —

5 Naravna in cela §tevila

Opisite mnozici N in Z in ju predstavite na Stevilski premici.
Naravna Stevila so Stevila, s katerimi Stejemo. MnozZico naravnih stevil N zapiSemo kot

N={1,2,3,4,5 ...}

e

V mnozici celih §tevil Z so naravna stevila, stevilo 0 in nasprotne vrednosti naravnih §tevil.

Z={--—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4 ...}.

Navedite vsaj stiri lastnosti racunskih operacij v mnozicah N in Z.

Za, poljubna naravna Stevila a, b in ¢ velja:

a+b=b+a zakon o zamenjavi ¢lenov komutativnost seStevanja,
a-b=b-a zakon o zamenjavi faktorjev komutativnost mnozenja,
(a+b)+c=a+ (b+c) zakon o zdruzevanju ¢lenov asociativnost seStevanja,
(a-b)-c=a-(b-c) zakon o zdruzevanju faktorjev asociativnost mnozenja,
(a+b)-c=a-c+b-c zakon o raz¢lenjevanju distributivnost mnozenja

glede na sestevanje,

a-1=1-a=a 1 je enota za mnozenje.

Za, sestevanje in mnozenje celih tevil veljajo enake lastnosti kot za seStevanje in mnoZenje
naravnih Stevil. Poleg teh pa velja tudi:

a-(b—c)=a-b—a-c distributivnost mnozenja glede na odstevanje,

a+0=0+a=a 0 je nevtralni element za seStevanje.

13




Kaj je matematiéna (popolna) indukcija? RazloZite na primeru.

Matematiéna (ali popolna) indukcija je metoda dokazovanja, ki jo lahko uporabimo za
dokazovanje trditev, ki veljajo za vsa naravna Stevila.

Dokazovanje z matematiéno indukcijo poteka v dveh korakih:

1. baza indukcije: trditev dokaZzemo za n = 1,

2. indukcijski korak: privzamemo t. i. indukcijsko predpostavko, da trditev Ze velja
za neko stevilo k € N. Od tod dokazemo, da velja tudi za k + 1. Potem trditev velja
za vsako naravno Stevilo n.

7. matematiéno indukcijo lahko dokazemo formulo za vsoto prvih n naravnih Stevil:

n(n+1)‘

1+2+43+--+(n—1)+n= >

DokaAz.
Baza indukcije: Prin = 1 je leva stran enaka 1, desna pa prav tako, zato trditev prin = 1
drzi.

Indukcijski korak: Predpostavimo, da pri nekem naravnem Stevilu k velja:

1+2+3+-+k= k(k—gg
DokaZimo, da velja tudi pri k& + 1.
Dokazujemo torej
(k+1)(k+2)

1+243+---+k+(k+1)=

2

To naredimo tako, da levo stran preoblikujemo v desno, pri tem pa uporabimo indukcijsko
predpostavko.

k(k+1)
2

=k(k+1)+2(k+1) _ (k+1)(k+2)
2 2 '

1+2+--+k+(k+1)= + (k+1)

Zeleno smo dokazali, zato dana trditev velja za vsa naravna Stevila. i
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6 Liha in soda Stevila

Definirajte soda in liha Stevila.

Celo stevilo je sodo, ¢e ga lahko zapiSemo v obliki 2k, kjer je k € Z.

Celo stevilo je liho, ¢e ga lahko zapiSemo v obliki 2k — 1, kjer je k € Z.

Pokazite, da je vsota dveh lihih $tevil sodo Stevilo.

Naj bosta ¢ = 2k — 1 in b = 2] — 1, kjer sta k,l € Z, poljubni lihi 8tevili. Potem je njuna
vsota enaka
a+b=2k—1+21-1=2k+20—-2=2-(k+1—-1).

Ker je vsota a + b oitno oblike 2¢ za nek ¢ € Z, je vsota dveh poljubnih lihih stevil sodo
Stevilo.

Pokazite, da je kvadrat lihega Stevila liho Stevilo.
Naj bo a = 2k — 1, kjer je k € Z, poljubno liho §tevilo. Potem je njegov kvadrat enak
a?=(2k—12=4K> 4k +1=2-(2k* -2k +1) - 1.

Ker je a? oéitno oblike 2¢ — 1 za nek ¢ € Z, je kvadrat lihega stevila liho stevilo.

PokaZite, da je vsota dveh zaporednih lihih Stevil deljiva s 4.

Naj bosta a = 2k — 1 in b = 2k + 1, kjer je k € Z, zaporedni lihi 8tevili. Potem je njuna
vsota enaka
a+b=2k—1+4+2k+1 =4k,

kar pomeni, da je vsota dveh zaporednih lihih §tevil veckratnik stevila 4 in s tem deljiva
s 4.
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7 Prastevila

Definirajte prastevilo in sestavljeno Stevilo. NasStejte tri prastevila in tri sesta-
vljena stevila.

Naravno &tevilo je prastevilo, ¢e ima natanko dva delitelja; Stevilo 1 in Stevilo samo.
Primeri prastevil so: 2, 3, 2017 in 2027.
Naravno $tevilo je sestavljeno, e ima vsaj tri delitelje.

Primeri sestavljenih §tevil so 4, 6, 1729 in 2022.

Kaj je razcep naravnega Stevila na prafaktorje? Ali je razcep na prafaktorje
enolicen?

Vsako naravno tevilo lahko zapiSemo kot zmnozek samih prastevil ali potenc prastevil.
Recemo, da Stevilo razcepimo na prafaktorje.

Razcep na prafaktorje je enolicen.

DokaZite, da je prastevil neskon¢no mnogo.

DokAzZ. Izrek bomo dokazali s protislovjem. Denimo, da je prastevil konéno mnogo, re-

cimo n. Naj bodo to prastevila pi,p2 ... Pn—1,Pn, Dri Cemer naj bo p, najveéje prastevilo.
Stevilo

P=pi-p2- ... spn1-pnt+1
ni deljivo z nobenim izmed prastevil p;,p2 ... Pn—1,Dn, ker daje pri deljenju z vsakim

izmed njih ostanek 1. Ker to pomeni, da Stevilo P ni deljivo z nobenim prastevilom, je
deljivo le s §tevilom 1 in s samim seboj. To pa pomeni, da je Stevilo P prastevilo, o€itno
pa je, da je P > py, kar je protislovje, saj smo zaéetku predpostavili, da je p, najvecje
prastevilo.

Prastevil je torej neskonéno mnogo. |
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8 Deljivost

Kdaj je naravno stevilo a veckratnik naravnega Stevila 67

Naravno Stevilo a je veCkratnik naravnega stevila b, ¢e obstaja tako naravno Stevilo k,
da veljaa =k - b.

Definirajte relacijo deljivosti v mnozici N.

Naj bosta a in b naravni Stevili. Retemo, da stevilo b deli §tevilo a, ¢e obstaja tako
naravno Stevilo k, da velja @ = b - k oziroma, b deli stevilo a, ¢e je a veCkratnik Stevila b.

Opisite vsaj tri lastnosti relacije deljivosti.

Znagilnosti relacije deljivosti so:
ala,Va e N refleksivnost: vsako naravno stevilo deli samo sebe,
(alb) A (bla) = a =b antisimetri¢nost: &e §tevili delita druga drugo, sta enaki,
(ald) A (b|c) = alc tranzitivnost: e prvo §tevilo deli drugo stevilo in drugo

Stevilo deli tretje Stevilo, potem prvo stevilo deli tretje tevilo.

Dokazite, da je relacija deljivosti tranzitivna.

Doxkaz. Naj alb in b|c. Dokazimo, da ac.

Iz zgornjega sledi b = a - k in ¢ = b - | za neki naravni tevili k£ in I. Ce zdruZimo enacbi,
dobimo ¢ = (k- 1) - a, od tod pa sledi a|c. O
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9 Veckratniki in delitelji

i Definirajte najve&ji skupni delitelj in najmanjsi skupni vec¢kratnik dveh naravnih

|
2 stevil. RazloZite vsaj eno metodo za izra&un najmanjSega skupnega vetkratnika
' dveh naravnih Stevil.

Najvecji skupni delitelj D(a,b) stevil a in b je najvecje Stevilo, ki deli obe Stevili.

Najmanjsi skupni veckratnik v(a,b) stevil @ in b je najmanjse stevilo, ki je deljivo z
obema §teviloma a in b.

Najmanjsi skupni vefkratnik stevil a in b pois¢emo tako, da obe Stevili razcepimo na
prafaktorje. Dobimo ga tako, da zmnozimo vse potence razli¢nih prafaktorjev iz razcepov
obeh 3tevil, za eksponent pa vzamemo vecjega od eksponentov.

r‘ %7 Povejte zvezo med m, n, v(m,n) in D(m,n).

Zmnozek najmanjSega skupnega veckratnika in najvedjega skupnega delitelja dveh narav-
nih Stevil je enak zmnoZku obeh Stevil.

v(m,n) - D(m,n) = mn

Kdaj sta si dve naravni Stevili tuji?

| Naravni stevili m in n sta si tuji, ée velja D(m,n) = 1.

Na primeru razloZite Evklidov algoritem.

Evklidov algoritem je postopek za racunanje najve¢jega skupnega delitelja D(a, b) dveh
naravnih stevil a in b brez razcepa na prafaktorje.

7 Evklidovim algoritmom izratunajmo najvecji skupni delitelj Stevil 6300 in 1125.

Veéje stevilo delimo z manjsim: 6300 = 5-1125+ 675
Manjge stevilo delimo z ostankom: 1125 = 1-6754450
Novi delitelj delimo z novim ostankom: 675 = 1-450+ 225
Ponavljamo postopek, dokler ne pridemo do ostanka 0: 450 = 2-225+40

Zadnji neniGelni ostanek v algoritmu je najvecji skupni delitelj prvotnih 3tevil, zato velja

D(6300,1125) = 225.
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10 Deljenje naravnih Stevil

Povejte osnovni izrek o deljenju naravnih Stevil.

Za poljubni naravni Stevili a in b, a > b, obstajata enoli¢no doloeni 3tevili £k € N in
reNu {0}, takoda veljaa=k-b+r, kjerje 0 <r <b.

Pri tem imenujemo Stevilo a deljenec, b delitelj, k£ koliénik in r ostanek pri deljenju.

Koliko je ostanek pri deljenju naravnega Stevila n z naravnim Stevilom m, e je
$tevilo n veckratnik Stevila m?

Ce je n vetkratnik stevila m, potem je n = k- m oziroma n =k - m + 0.

V tem primeru je ostanek enak 0.

Naj bo k£ naravno stevilo. Opisite mnoZico vseh ostankov pri deljenju z naravnim
stevilom k.

Ostankov pri deljenju z naravnim stevilom k je konéno mnogo, in sicer natanko k.

Najmanjsi ostanek je 0, najvecji ostanek pa k — 1, saj je ostanek pri deljenju manjsi od
delitelja.

Mno#zica ostankov pri deljenju z naravnim $tevilom & je {0,1,2 ... k— 2,k —1}.
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11 Kriteriji deljivosti

- 5t totk

Za vsako $tevilo k € {2,3,4,5,6,8,9, 10} navedite kriterij deljivosti s 3tevilom k.

Stevilo n je deljivo s stevilom

e 2, e je zadnja Stevka Stevila n deljiva z 2,

e 3, Ce je vsota Stevk Stevila n deljiva s 3,

e 4, &e je stevilo, ki ga tvorita zadnji dve tevki Stevila n deljivo s 4,
e 5, Ce je zadnja Stevka Stevila n enaka 0 ali 5,

e 6, Ce je Stevilo n deljivo hkrati z 2 in s 3,

e 8, &e je Stevilo, ki ga tvorijo zadnje tri Stevke Stevila n, deljivo z 8,
e 9, e je vsota Stevk Stevila n deljiva z 9,

e 10, ¢e je zadnja Stevka Stevila n enaka 0.

Br. to2k - o e 1 pe .
- Izpeljite kriterij deljivosti s Stevilom 2.

Naj bo naravno §tevilo n = a,_1G,—2 ... a100. Stevilo lahko razpisemo kot

G 12 ... aap = 10" la,_ + 10" 2a,_9 + - - - + 10a; + ag.
Iz prvih n — 1 &lenov izpostavimo faktor 10:
10 - (10”_2an_1 +10" 3ap_g + -+ a1) + ag.
Vsota prvih n — 1 ¢lenov je veckratnik stevila 2 in zato deljiva z 2:
2-5- (10”_2an_1 + 10" 3ap_g + -+ al) .

Ker je vsota vseh ¢lenov tevila z izjemo zadnjega Elena deljiva z 2, bo Stevilo n deljivo z
2 natanko tedaj, ko bo z dva deljivo Stevilo ag, ki pa je zadnja Stevka Stevila n.
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12 Ulomki in racionalna stevila

Kaj je ulomek? Kdaj dva ulomka predstavljata isto racionalno $tevilo?

Ulomek je izraz oblike ¢, kjer sta a in b celi Stevili in b # 0. Stevilo a imenujemo Stevec,
b pa imenovalec, vmes pa je ulomkova érta.

Ulomka ¢ in § predstavljata isto racionalno stevilo, ce jea-d =b-c.

Kako je definirana relacija < v mnoZzici Q7 Opisite vsaj dve lastnosti te relacije.

Racionalno $tevilo ¢ je manjse ali enako racionalnemu $tevilu § (oznaka: ¢ < £) natanko

tedaj, ko je § — % nenegativno Stevilo:

a_c c_a_, i

J— J— @ - BN —

b d d b~

Lastnosti relacije < so:

@ C ALl & < e iti
ESGAGS F = b < i tranzitivnost,
< ¢ refleksivnost,
a (& c a a _ ¢ sl s
TSgANGSE = =4 Aantisimetricnost.

PokaZite, da za poljubni racionalni stevili p in ¢, kjer je p < ¢, obstaja tako
racionalno Stevilo r, da je p <r < q.

Dokaz. Dokazimo, da je mnozica racionalnih Stevil povsod gosta.

Naj bosta p in ¢ racionalni stevili, za kateri velja p < q. Pokazimo, da Stevilo r = pT*Lq na
Stevilski premici lezi med steviloma p in g, torej da p < % < q.

Ker je p < q, je 22 — p = 2 pozitivno stevilo, kar pomeni, da je p < PX9 . Prav tako je
q — B9 = P pogitivno stevilo, kar pomeni, da je Z£¢ < q.

Iz tega torej sledi p < ”Qﬂ < g, kar smo Zeleli dokazati. O
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13 Ulomki in decimalni zapis

Kako iz decimalnega zapisa Stevila prepoznamo, da lahko to stevilo zapiSemo z
ulomkom? Kako poljubnemu ulomku priredimo njegov decimalni zapis? Kako
iz zapisa ulomka ugotovimo, ali ima konten decimalni zapis?

Ce je decimalno stevilo konéno, ga lahko vedno zapiSemo z ulomkom. Decimalno Stevilo
lahko prav tako zapiSemo z ulomkom, ¢e je neskonéno in periodi€no.

Poljubnemu ulomku priredimo njegov decimalni zapis tako, da stevec delimo z imenoval-
cem.

Koncen decimalni zapis imajo desetiski ulomki. To so ulomki, ki jih lahko razSirimo
tako, da so njihovi imenovalci potence Stevila 10.

Podajte primer ulomka, ki ima kon&en decimalni zapis, in primer ulomka, ki
ima neskoncen decimalni zapis.

Primer ulomka s konénim decimalnim zapisom: % = 3,14.

Primer ulomka z neskonénim decimalnim zapisom: % = 3,142857.

Podajte primer periodi¢nega decimalnega 5tevila s periodo reda (dolZine) vsaj
2 in ga zapisite kot ulomek.

Naj bo a = 20,21 periodi¢no decimalno 3tevilo, ki ga zapisati z ulomkom.

Stevilo pomnozimo s tako potenco 10 tako, da decimalno vejico premaknemo za toliko
mest v desno, kot je dolzina periode. V naSem primeru torej mnozimo s 100. Velja:

100a = 2021,21.
Od tega stevila odstejemo Stevilo a in dobimo enacbo:
99a = 2021,21 — 20,21 = 2001,

od koder sledi, da je ulomek, ki smo ga iskali, enak a = %{-{%—L = %.
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14 Realna stevila

Kdaj je realno stevilo racionalno in kdaj iracionalno? Kako se razlikujeta njuna
decimalna zapisa?

Realno Stevilo je racionalno, ¢e ga lahko zapiSemo v obliki ulomka oblike 7, kjer sta a in
b tuji si celi stevili ter b razlicen od 0.

Realno Stevilo je iracionalno, ¢e ga ni mo¢ zapisati v obliki ulomka 7.

Racionalno Stevilo lahko zapiSemo bodisi s konéno decimalno §tevilko bodisi z ne-
skonéno periodié¢no decimalno stevilko.

Iracionalna Stevila zapiSemo z neskonéno decimalno §tevilko, ki ni periodi¢na.

Nastejte vsaj tri primere racionalnih Stevil in vsaj tri primere iracionalnih Stevil.

1 2 2021
v 73730 2022

Primeri iracionalnib §tevil: 7, e, ¢, v/2,/7,4/2022.

Primeri racionalnih stevil: 0,1,2

Dokazite, da v/2 ni racionalno stevilo.

Doxkaz. Trditev bomo dokazali s protislovjem.

Denimo, da +/2 je racionalno stevilo. To pomeni, da ga lahko zapisemo v obliki okrajsanega
ulomka: /2 = 7 za neki tuji naravni Stevili a in b. Od tod sledi, da je a? = 2b%, kar pomeni,
da je a sodo Stevilo. Vsled tega lahko piSemo a = 2a¢ za neko naravno $tevilo ag. Potem
je b2 = 2a(2). Od tod sledi, da je tudi b sodo &tevilo, zato ga lahko zapisemo kot b = 2bgy za
neko naravno Stevilo bg.

Tako sta tako a kot b sodi §tevili. To pa nasprotuje nasi zaCetni predpostavki, da je ulomek
7 okrajsan oziroma, da sta si stevili @ in b tuji.

Od tod sledi, da +/2 ni racionalno &tevilo. O
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15 Absolutna vrednost

Definirajte absolutno vrednost realnega Stevila in razloZite njen geometrijski
2 pomen.

Absolutna vrednost nenegativnega realnega tevila a je kar dtevilo a, absolutna vrednost
negativnega Stevila a pa je njegova nasprotna vrednost —a.

la] = a; a=0
l—a; a<0

Absolutna vrednost predstavlja oddaljenost realnega 3tevila stevila od izhodisca (tocke 0)
na Stevilski premici.

| —al lal

St. tokk . B8 . N N = o
Navedite vsaj $tiri lastnosti absolutne vrednosti realnega Stevila.

Naj bosta a,b € R. Potem velja:

la| = 0 absolutna vrednost realnega Stevila je nenegativno Stevilo,
la|=0<a=0 stevilo 0 je edino Stevilo, katerega absolutna vrednost je 0,
la| = | — a] Stevilo @ in njegova nasprotna vrednost imata enaki

absolutni vrednosti,

|ab| = |al|b| absolutna vrednost produkta je enaka produktu absolutnih
vrednosti stevil,

la=!| = |a|~t,a # 0 absolutna vrednost obratne vrednosti je obratna vrednost,
absolutne vrednosti od 0 razli¢nega Stevila,

\%I = ll(;—:, b#0 absolutna vrednost koli¢énika je enaka koli¢niku absolutnih
vrednosti,

la +b| < laf + |b] trikotnigka neenakost.
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DokaZite, da za poljubni realni Stevili z in y velja |z + y| < |z| + |y|.

Dokaz. Lo€imo ve primerov:

a) Cejex =>0iny >0, velja tudi z + ¥ > 0 in s tem
[z +yl =z +y=|z| +yl,
v tem primeru torej velja enakost.

b) ¢ejex > 0in y < 0, potem je lahko z +y > 0 ali pa z +y < 0.

V prvem primeru je
lz[+ |yl — |z +yl =z —y—(z+y) =2y,
kar je pozitivno §tevilo. V drugem primeru pa je
[ + [yl -z +yl =z —y— (- (z+y)) = 2z,

kar je pozitivno Stevilo. Neenakost je dokazana.

Dokaz v primeru y > 0 in z < 0 je analogen.
c) Cejexz <0iny <0, velja tudi z+y < 0 in s tem
[z +yl = —(z+y) = —z + () = |z + |y,

v tem primeru torej velja enakost.
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16 Kompleksna Stevila

Definirajte mnozZico kompleksnih Stevil.

Mnozica kompleksnih stevil je mnozica vseh §tevil oblike a + bi, pri ¢emer sta a in b
realni Stevili, ¢ pa tako imenovana imaginarna enota, za katero velja i2 = —1. Stevilo a
imenujemo realni del, stevilo b pa imaginarni del kompleksnega Stevila z. To mnoZzico
oznacimo s simbolom C. Z matemati¢nimi znaki:

C = {a+bi;(a,beR) A (i* = —1)}.

o etk Kako grafi¢no upodobimo (predstavimo) kompleksna Stevila?
1

Kompleksna §tevila upodobimo s tockami v kompleksni ravnini, ki jo dolo¢ata med
seboj pravokotni vodoravna realna os z izbrano enoto 1 in navpi¢na imaginarna os z
izbrano enoto i.

Im

S

—

%7 Definirajte sestevanje kompleksnih Stevil.
1

Naj bosta z; = a + bi in 29 = ¢ + di kompleksni §tevili. Potem je vsota kompleksih Stevil
21 in zo enaka
z1+ 22 =(a+c)+ (b+d)i.

Kompleksna stevila seStevamo tako, da seStejemo posebej realni in posebej imaginarni
komponenti.
rt "“} Navedite eno lastnost seStevanja kompleksnih Stevil in jo dokaZite.

Za, seftevanje kompleksnih §tevil veljata:

a) z1+2 =2tz komutativnost sestevanja,

b) 21 + (22 + 2z3) = (21 + 22) + 23 asociativnost seStevanja.
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DokAzZ. Naj bodo 23 = a + bi, 20 = ¢+ di in 23 = e + fi kompleksna Stevila.

a) ZapiSemo
29+ 21 = (c+di) + (a+ bi) = (c+a) + (d + b)i.

Ker je seStevanje realnih Stevil komutativno, lahko rezultat zapiSemo kot

zt+zn=(c+a)+([d+bdi=a+c+ (b+d)i=(a+bi)+ (c+di) =2 + 2.

b) Razvijemo levo stran izraza:
(z1+z)+zz3=(a+c)+e+ ((b+d)+ fli=a+c+e+ (b+d+ [
Razvijemo Se desno stran izraza in ugotovimo, da je enaka levi:

z1+(za+23)=a+(cte)+(b+({d+f)i=a+c+te+ (b+d+ f)i= (21 + 22) + 23.
S tem smo dokazali komutativnost in asociativnost seStevanja kompleksnih Stevil. O

%% Kakgen geometrijski pomen ima seStevanje kompleksnih Stevil?

Urejeni par realnih stevil (a, b), ki dolo¢a kompleksno &tevilo 21 = a+ bi, je krajevni vektor
71 = (a,b) tocke, ki predstavlja to kompleksno tevilo v kompleksni ravnini.

Urejeni par realnih stevil (¢, d) je krajevni vektor 7o = (¢, d) totke, ki upodobi kompleksno
Stevilo zo.

Vsota obeh krajevnih vektorjev 71 + 75 je krajevni vektor tocke, ki upodobi vsoto obeh
kompleksnih stevil, z; + 2.

21+ 2
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17 Mnozenje kompleksnih Stevil

Definirajte operacijo mnoZenja v mnozici C.
Naj bosta z; = a + bi in 23 = ¢ + di kompleksni Stevili. Potem je
21 22 = ac — bd + (ad + be)i.

Do te definicije pridemo tako, da Stevili 21 in 2y zmnoZimo tako, kot tudi sicer mnozimo
dvoélenike, pri tem pa upostevamo, da je i = —1.

Opisite geometrijski pomen mnoZenja kompleksnega Stevila z —1 in geometrij-
ski pomen mnoZenja kompleksnega Stevila z realnim Stevilom.

Naj bo 2z = a + bi kompleksno Stevilo. Naj bo
par realnih Stevil (a,b) krajevni vektor tocke v
kompleksni ravnini, ki upodobi Stevilo z.

Ce pomnozimo kompleksno 3tevilo z s stevilom
—1, dobimo njegovo nasprotno stevilo. Tocki,
ki §tevili upodobita v kompleksni ravnini sta si-
metriéni glede na koordinatno izhodisce.

|
e

Pri geometrijskem pomenu mmnozZenja komple-
ksnega Stevila z nenielnim realnim S§tevilom
lo¢imo primere mnoZenja s pozitivnhim in z ne-
gativnim realnim Stevilom.

Wy o]
|
|
>

a) Produkt kompleksnega §tevila z in pozitivnega realnega Stevila k pa upodobimo s
krajevnim vektorjem k7 = (ka, kb), ki je razteg vektorja 7 = (a, b) iz koordinatnega
izhodis¢a za faktor k. Vektorja ¥ = in k7 sta enako usmerjena.

b) Produkt kompleksnega Stevila z = a + bi z negativnim realnim Stevilom —k upodo-
bimo s krajevnim vektorjem —k7 = (—ka,—kb), ki je razteg vektorja 7 = (a,b) iz
koordinatnega izhodis¢a, a nasprotno usmerjen.

Im

Im
’
Ak
ki ) /_.J,I’z
it
) L
7 z ! // 1 Re
1 - 4
| —}.‘.r', b
; - ! //
1 Re : //
B . =
—kz
a) b)
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Nastejte vsaj dve lastnosti mnoZenja kompleksnih $tevil in vsaj eno od njih
dokazite.

Lastnosti mnoZenja kompleksnih Stevil:

a) 21 -29=29-21 komutativnost mnozenja,
b) (21-29) 23 =21 (22 23) asociativnost mnozenja,

c) z1-(22+23) =2 20+ 2123 distributivnost.

DokaZ. Oznaéimo z; = a + bi,2zo =c+ di in z3 = e + fi.

a) Upostevamo komutativnost sestevanja in mnozenja v realnih stevilih.
21 - 29 = ac— bd + (ad + be)i
z9-2z1=ca—db+ (cb+da)i =ac—bd+ (ad + bc)i = 21 - 2.
b) Upostevamo komutativnost sestevanja in mnoZzenja v realnih Stevilih.
(21 - 22) - 23 = ace — ebd — adf — cbf + (aed + ceb + acf — bdf)i
21 - (22 - z3) = ace — adf — cbf — ebd + (acf + aed + ceb — bdf)i = (21 - 22) - 23
c¢) Razvijemo levo in desno stran enakosti
z1-(z2+23) = (a+bi) (c+e+ (d+ f)i) =ac+ae—bd—bf + (ad + af + bc+ be)i

z1-29+ 2123 = (a+bi) - (c+di)+(a+bi)-(e+ fi) = actae—bd—bf +(ad+af+bc+be)i

Ocitno sta leva in desna stran enaki, zato sledi z; - (20 + 23) = 21 - 22+ 21 -23. O

Naj bo n naravno Stevilo. lzra¢unajte 7".
Najbon=4k+r,ke N,re{0,1,2,3}. Potem velja:
i4k+r Ak 1 -7

=11 =1.

Potenca imaginarne enote je odvisna le od ostanka eksponenta pri deljenju s 4.

Velja torej 148 = 1, i#k+1 — § j4k+2 — _ 1 jp 4643 = 4,
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18 Absolutna vrednost kompleksnega Stevila

St. tokk -

2 metrijski pomen.

Definirajte absolutno vrednost kompleksnega 3tevila in predstavite njen geo-

Naj bo z = a + bi kompleksno 3tevilo, kjer sta a,b € R. Absolutna vrednost komple-
ksnega, Stevila z je nenegativno realno stevilo, katerega kvadrat je enak produktu danega
kompleksnega Stevila in njemu konjugiranega kompleksnega Stevila:

|z| =Vz-Z=1+va%+b2

Absolutna vrednost kompleksnega stevila geometrijsko predstavlja oddaljenost tocke, ki v
kompleksni ravnini predstavlja kompleksno stevilo z, od koordinatnega izhodisca.

St. tozk -

3 eno od njih dokazite.

Im 4

Nastejte vsaj dve lastnosti absolutne vrednosti kompleksnega Stevila in vsaj

Naj bodo z, 21, 22 € C. Potem velja:

]
N

f)

30

|z| = | — 2]
|21 - 22| = |21] - |22l
29 |Z2|

|z1 +22| < |21| + |22|

absolutna vrednost kompleksnega Stevila je nenegativno realno
Stevilo,

stevilo 0 je edino &tevilo, katerega absolutna vrednost je 0,
stevilo z in njegova nasprotna vrednost imata enaki absolutni
vrednosti,

absolutna vrednost produkta je enaka produktu absolutnih

vrednosti,

absolutna vrednost koli¢nika je enaka koli¢niku absolutnih

vrednosti,

trikotniska neenakost.




Dokaz. Najbo z; =a+biin z9 = c+ ds.
a) Izhajamo iz definicije absolutne vrednosti. Vrednost korena je nenegativno realno
Stevilo, zato velja |z| = va? + b2 = 0.

b) Naj bo |z| = 0. Potem je va? + b2 = 0, od koder sledi a = 0 in b = 0. Zato je
z=a+bi=0.

Naj bo 2= 0. Potem je 2=0+0-¢ in |z| = /0% + 02 = 0.
Od tod sledi |2| =0 < z =0.
¢) Preoblikujemo:

|z =la+bi]| = Va2 + b =+/(—a)?2+ (=b)2=|—a—bi| =]|—z|

d) Razvijemo levo in desno stran:

|21 - 22| = |ac — bd + (ad + be)i| = A/(ac — bd)? + (ad + bc)?
= V/a2c? + b2d? + a2d? + b2c2

|21] - |22] = Va2 + b2 - v/ + d2 = \/a2c? + b2d2 + a2d? + b2c2 = |z - 2],

e) Uporabimo lastnost iz prejdnje tocke:

21

22

1
z2

_ =]
| z2]

1
zy-‘ = || -
22

* 7 Pojasnite absolutno vrednost kompleksnega Stevila z, &e je Im(z) = 0 ali
1 Re(z) = 0.

Naj bo 2 = a + bi kompleksno §tevilo.
Ce je Im(z) =b =0, je |2| = |a|.
Ce je Re(2) = a = 0, je |2| = |b).
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19 Konjugirana vrednost kompleksnega Stevila

Bt == Definirajte konjugirano vrednost kompleksnega Stevila in razloZite njen geome-
1 trijski pomen.

Im#
Naj bo z = a + bi neko kompleksno Stevilo, pri ¢emer sta T
a in b realni stevili. Potem je konjugirana vrednost tega 1 e
kompleksnega Stevila enaka z = a — bi. it !
Tocki, ki predstavljata kompleksni §tevili z in Z, lezita v , ' .
kompleksni ravnini simetri¢no glede na realno os. 0. 1 : Re
1
St. totk 5 & . . . . . - o w . ‘—
' Nastejte vsaj tri lastnosti konjugiranja kompleksnih Stevil. z
3
- Naj bodo z, z1, 29 € C. Potem velja:
(_E) =z konjugiranost je vzajemna,
21+ 2=21+7 konjugirana vrednost vsote je enaka vsoti konjugiranih vrednosti,
Z] - 29 = Z1 - 29 konjugirana vrednost produkta je enaka produktu konjugiranih
vrednosti,

(ﬂ) = ?, z2 # 0 konjugirana vrednost koli¢nika je enaka koli¢niku konjugiranih

vrednosti,

(—2)=—-2 konjugirana vrednost nasprotne vrednosti je enaka nasprotni

vrednosti konjugirane vrednosti.

- sk Dokazite, da je konjugirana vrednost produkta dveh kompleksnih Stevil enaka
produktu njunih konjugiranih vrednosti.

DoKAz. Naj bosta z; = a + bi in 23 = ¢ + di kompleksni Stevili. Velja

z1 - 22 = (a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (bc + ad)i = ac — bd — (bci + ad)i,
po drugi strani pa je |
Z1-Z2 = (a — bi)(c — di) = ac — bd — (bc + ad)s,

iz Cesar sledi, da je Z1 - z9 = Z1 * Zo. -
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20 Enacbe

| Kaj je enacba in kaj je resitev enatbe? Kdaj sta dve enacbi ekvivalentni?

Enacba je vsak zapis oblike I (z) = Iz(z), kjer sta I1(z) in Is(x) poljubna izraza,
pa je neznanka. ReSitev enacbe je vsako stevilo a, za katero sta vrednosti izrazov enaki:
I (a) = Ix(a).

Enacbi sta ekvivalentni, ¢e imata enako mnoZico reSitev.

[ St otk Opisite postopke, ki dano ena&bo prevedejo v ekvivalentno enacbo.

| Preoblikovana enacba je ekvivalentna prvotni, ¢e:

e na obeh straneh prvotne enacbe pristejemo isto znano Stevilo ali izraz,
e obe strani prvotne enacbe pomnozimo z istim, od 0 razliénim stevilom ali izrazom,

e obe strani prvotne enacbe delimo z istim, od 0 razli¢nim Stevilom ali izrazom.

8t. totk
L

Povejte primer enacbe, ki ni linearna, in jo reSite.

Primer nelinearne enacbe je enacba 2244z —5 = 0. Enaéba je razcepna kvadratna enacba,
ki jo lahko razstavimo v
(z+5){z—1)=0.

Zmnozek faktorjev z + 5 in z — 1 je enak 0, kar pa bo veljalo, ¢e je vsaj en faktor enak 0.
Od tod dobimo dve resitvi: ;1 = —5 in z9 = 1.

~ St totk —

Povejte primer dveh enacb, ki nista ekvivalentni.

Enacbi 22 = 1 in £ — 1 = 0 nista ekvivalentni. Mnozica reditev prve enatbe v realnih
stevilih je {—1,1}, mnozica resitev druge enalbe v realnih Stevilih pa je {1}. Ker imata
enacbi razli¢no mnozico resitev, nista ekvivalentni.
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21 Potence s celimi eksponenti

Definirajte potenco z naravnim in potenco s celim eksponentom.

Naj bon € N in a € R. Potem je potenca z naravnim eksponentom a" zmnoZek 7
faktorjev &tevila a, kar zapiSemo kot

(- ... “=a .
LB L L

n-krat

Naj bo n € Z. Za realno §tevilo a # 0 je potenca s celim eksponentom a™:

n

1
r-a- ... a, Cejen>0 a"=1,¢jen=0, a"=-—,¢Cjen<O0.
LA a

n-krat

Nastejte vsaj tri pravila za racunanje s potencami s celimi eksponenti.

Naj bosta m,n € Z in a # 0. Potem velja:

a) a"-a™ =a" mnoZenje potenc z enakima osnovama
?
b) (a™)™ =a™™ potenciranje,
a'I'L
c) —-=a"m deljenje potenc z enakima osnovama,
a

d) (a-b)"=a"-b" mnozenje potenc z enakima eksponentoma,
n

a\" a
e) (—) == deljenje potenc z enakima, eksponentoma.

Dokazite vsaj dve izmed zgornjih pravil.

Doxkaz.

m n+m

a) a"-am=a

e Ce je vsaj eden od eksponentov enak 0, potem enakost velja:

0, n n 0+n n 0,.0

=a™ a-a®=1=a"*0=1.

o Ce sta eksponenta naravni stevili, potem je v potenci a™ natanko m faktorjev stevila,
a, v potenci a™ pa n faktorjev tevila a. Torej je v produktu a™ - a™ natanko m +n
faktorjev stevila a, kar zapisemo a™*™. Pravilo velja.

e Naj bosta oba eksponenta negativni celi §tevili, na primer —m in —n, pri ¢emer sta
m,n € N,

a™.ag " = (am)—l . (an)—l _ (am-i-n)—l _ a-—(m—q-n) . a(—m)+(—n)

e ZmnoZiti moramo le e potenci z razli¢no predznacenima eksponentoma, na primer
m in —n, pri ¢emer sta m,n € N.

34




Ce je m > n, razélenimo m = n + (m — n). Potem je

am.q" = an+(m—n) g P =ag™ g g = g™ (an) i (an)—l — g™ " = am+(-—n)
Za n > m je dokaz analogen, le da n nadomestimo z m + (n — m).
b) (an)m = g™

e Cejem >0, velja (@)™ =g"-a": ... -a" = g"t"F - 10 = g,
~
m-Krat

e Cejem =0, velja (a®)™ = (a™)° =1 = a® = a™0 = g™,

e V primeru m < 0 bomo izraz na levi preoblikovali in upostevali pravilo za ra¢unanje
s potencami z naravnimi eksponenti, dokazano pri prvi pikici tega dokaza:

1 1 1

@ =@ T @

c) — =a" ™
am

Levo stran preoblikujemo in uporabimo tocko a):

2 gt =gt.g ™= an+(—m) = g™,
am am

d) a"-b"=(a-b)"

e Obravnavajmo najprej primer n > 0. V potenci a™ je n faktorjev stevila a, v potenci
b™ pa n faktorjev stevila b, kar zapi8emo
g . a . e . q . b . b .

i a g
n-krat n-krat

\o

Zaradi zakona o zamenjavi faktorjev in zakona o zdruZevanju faktorjev lahko izraz
zapiSemo kot

(@-b)-(a-b)- ... (a-b)=(a-b)".

- )
~

n-krat

e Poglejmo zdaj primer, ko je eksponent negativno stevilo. Naj bo n € N in —n nas
eksponent. Potem je

e b= (@) (57" = (e b = G . %)n _ (ﬁ)" _
~ (@) =@n™

0 (3 -5

Levo stran preoblikujemo in uporabimo to¢ko d) tega izreka:

a\n = 1\" P el
(3) :<“'3) =""'(3) = T
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22 Koreni

Za poljubno liho naravno 3tevilo n in za poljubno realno Stevilo z definirajte
n-ti koren Stevila z.

Naj bo n liho naravno §tevilo. Potem je n-ti koren stevila z tako realno stevilo a, da velja

a® = z.

Yr=a © a" =1z
Za poljubno sodo naravno Stevilo n in za poljubno nenegativno realno Stevilo

z definirajte n-ti koren Stevila z.

Naj bo n sodo naravno Stevilo in z poljubno nenegativno realno Stevilo. Potem je n-ti
koren Stevila = tako nenegativno realno stevilo a, da velja a™ = z.

Vr=a < a" =z

Povejte vsaj tri pravila za ratunanje s koreni in enega izmed njih dokazite.

Naj bodo m,n in p poljubna naravna §tevila in naj bosta a,b > 0. Potem velja:

a) Yam = "amP korenski in potenéni eksponent lahko pomnozimo ali delimo
z istim naravnim §tevilom,
b) ¥a- b= Yab mnozenje korenov z enakima stopnjama,
Ya a
c) \n/—; =iy b # 0,4+ deljenje korenov z enakima stopnjama,
d) (a)™ = ¥a™ vrstni red korenjenja in potenciranja ni pomemben,
e) X/ Va= "%a sestavljanje korenov.
Doxkaz.

a) Oznafimo {/a™ = b. Po definiciji n-tega korena je a™ = b™. Enakost potenciramo s
p in dobimo (a™)? = (b™)P oziroma a™P = b"P. Po definiciji (np)-tega korena velja

"®/a™P = b, od koder sledi ¥a™ = "¥/a™P.
b) Oznacimo ¥/a = ¢ in ¥/b = d. Po definiciji sledi @ = ¢" in b = d".
Upostevamo pravila za racunanje s potencami z naravnimi eksponenti:
ab=c"-d" = (cd)”
oziroma ab = (cd)™. Po definiciji n-tega korena sledi ¥/ab = cd = ¥/a - Vb.
¢) Oznagimo ¥/a = c in ¥/b = d. Po definiciji sledi a = ¢" in b = d™.
Upostevamo pravila za radunanje s potencami s celimi eksponenti. F g—z = (%)n
oziroma § = (5)". Po definiciji n-tega korena sledi § = V% oziroma & — {‘/% .

= il
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d) Velja

|
3

)
3

7 [

Y

(%)mzﬂ/a%v{"/a=" .a-

=~
m-krat m-krat

pri Eemer smo upostevali Ze dokazano lastnost pri tocki b).

e) Naj bo %/ %/a = z. Po definiciji m-tega korena je to ekvivalentno /a = z™.
Po isti definiciji, vendar za n-ti koren, sedaj lahko pigemo a = (z™)".

Upostevamo pravilo za ra¢unanje s potencami z naravnimi eksponenti, ki pravi, da
je

Po definiciji (mn)-tega korena pa to pomeni, da je ™/a =2z = %/ Ya. O
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23 Potence z racionalnimi eksponenti

Definirajte potenco s pozitivno osnovo in racionalnim eksponentom.

| Naj bodo a € R*, n € Nin m € Z. Potem definiramo potenco s pozitivno osnovo in
racionalnim eksponentom kot
w = Yam.

a

St, todk . . . . - - B .
s Povejte vsaj tri pravila za ratunanje s takimi potencami.

Za racunanje s potencami z racionalnimi eksponenti veljajo enaka pravila kot za racunanje
s potencami s celimi eksponenti.

Naj bodo a,be R,a,b> 0, p = %,s=%inn,leNterm,keZ. Potem velja:

a) af-a® = aP*® mnoZzenje potenc z enakima osnovama,
b) (a?)® = aP*® potenciranje,
al P
c) — =g deljenje potenc z enakima osnovama,
(r
d) a@”-b’ = (a-b)’? mnoZenje potenc z enakima eksponentoma,

a”

br

[
SN’
Il
S,
=2
S

=

deljenje potenc z enakima eksponentoma.

St Dokagite vsaj eno izmed zgornjih pravil.

Dokaz. Upostevamo definicijo potence z racionalnim eksponentom, pravila za racunanje
s potencami s celimi eksponenti in pravila za racunanje s koreni.

m k s ! mltkn ml , kn my k
a) aP-a’=an -al = Ya™-Vak = Vamtkn = g7 w —gntal =gntT = gPts

b) (af)’ = (a%) - {/(Va—m)k = VV(am)k = /XaFm = Kfamk = o = P

a? -1 —8 = =
C)gzap.gzap.((f) =aP g% = gPt(—8) = gp—s
d) (ab)? = (ab)® = %/(ab)™ = ¥a™ - b™ = an -bn = aP - bP
a\P P i 1 qP
ZY) = Z) (g bW =P (b =qgP.pP = -1 _ S R
e) (b) (a ) (a- b7 =a?- (b7 )P =al-b aP - (bP) a? » = O
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24 Premice

Definirajte vzporednost premic v ravnini in vzporednost premic v prostoru.

Premici v ravnini sta vzporedni, ¢e nimata nobene skupne totke ali sovpadata.

Premici v prostoru sta vzporedni, e lezita v isti ravnini in nimata nobene skupne tocke
ali sovpadata.

Nastejte vse moZne medsebojne lege dveh premic v prostoru.

Premici v prostoru

e lahko nimata skupnih tock (sta vzporednici ali mimobeZnici),
e lahko sovpadata (eden od primerov vzporednosti)

e se lahko sekata v natanko eni tocki.

Nastejte vsaj dve lastnosti relacije vzporednosti premic v prostoru.

Relacija vzporednosti premic v prostoru je

e refleksivna: vsaka premica je vzporedna sama sebi,

e simetri¢na: Ce je premica p vzporedna premici ¢, je tudi premica ¢ vzporedna
premici p,

e tranzitivna: ¢e je premica p vzporedna premici ¢ in premica ¢ vzporedna premici
r, je tudi p vzporedna r.
Povejte aksiom o vzporednici.

Za dano premico p in dano to¢ko A v ravnini obstaja natanko ena premica, ki poteka skozi
totko A in je premici p vzporedna.
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25 Koti

Pojasnite pojme nicelni, pravi, iztegnjeni in polni kot.
Nicelni kot je kot, pri katerem se kraka prekrivata, notranjost pa je prazna.

Ce sta sokota (sosedna kota, katerih kraka, ki nista skupna, lezita na isti premici) skladna,
je vsak od njiju pravi kot.

Iztegnjeni kot je kot, pri katerem se kraka dopolnjujeta v premico.

Polni kot je kot, pri katerem se kraka prekrivata, notranjost pa je cela ravnina.

|4
iztegnjeni kot

|4 ¥ |4
nigelni kot polni kot pravi kot

Pojasnite pojme sosedna kota, sokota in sovrSna kota.

Sosedna kota sta kota, ki imata skupen krak, presek njunih notranjosti pa je prazna
mnozica.

Sokota sta sosedna kota, katerih kraka, ki nista skupna, lezita na isti premici.

Sovrsna kota sta kota, ki imata skupen vrh, vsak krak prvega kota pa se s krakom
drugega kota dopolni v premico.

\ v
v %

sosedna kota sokota sovrina kota

Kdaj je dani kot oster in kdaj top? Najvec koliko notranjih kotov poljubnega
tirikotnika je lahko topih?

Ostri kot je vsak kot, ki je manjsi od pra-
vega kota.

Topi kot je vecji od pravega in manjsi od

iztegnjenega kota.
v |4

ostri kot topi kot
40




Ker je vsota notranjih kotov poljubnega Stirikotnika 360°, za topi kot a pa velja 90° < a < 180°,
ima lahko poljubni §tirikotnik najve¢ tri tope kote. Primer takega Stirikotnika je
tirikotnik z notranjimi koti 100°, 95°, 105° in 60°.

Stirikotnik ne more imeti tirih topih kotov, saj bi za njihovo vsoto veljalo
a+ B +v+6>90°+90°+ 90° + 90° = 360°,

kar pa je protislovje, saj bi v tem primeru vsota notranjih kotov presegala 360°.
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26 Koti

Definirajte skladnost kotov.

Dva kota sta skladna, ¢e obstaja toga preslikava, ki preslika en kot v drugega.
Skladna kota sta enako velika.

Kaj velja za kota, ki imata paroma vzporedne krake? NariSite skice in razloZite.
a) Kota, ki imata oba para krakov vzporedna v isto smer, sta skladna.
b) Kota, ki imata oba para krakov vzporedna v nasprotno smer, sta skladna.

c) Kota, ki imata en par krakov vzporeden v isto, drugi par pa v nasprotno smer, sta
suplementarna (njuna vsota je 180°).

Kaj velja za kota, ki imata paroma pravokotne krake? Narisite skice in razloZite.

Kota s paroma pravokotnimi kraki sta bodisi skladna bodisi suplementarna.

V prvem in tretjem primeru sta kota s paroma pravokotnimi kraki skladna, v drugem in
Cetrtem pa suplementarna.

Notranji kot ZBAD trapeza ABCD, ki mu lahko oErtamo kroZnico, meri o.
Koliko merijo ostali notranji koti tega trapeza?

& . . D _--""""-~_C
Stirikotnik, ki mu lahko oértamo kroznico, imenujemo B /r —
tetivni Stirikotnik. Za tetivni stirikotnik velja, da sta g

nasprotna kota suplementarna. S/ \ \
l}

—

Tako je kot v = 180° — a. Poleg tega lahko kroznico : / \ :
otrtamo le enakokrakemu trapezu in zato je f = a in ' "/,, o \r'
d=~=180"— q. A% B
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27 Trikotnik

Definirajte trikotnik.

Trikotnik ABC je konveksna mnozica tock v ravnini, ki je omejena z zveznicami treh
nekolinearnih tock A, B in C.

Tocke A, B in C so ogliséa trikotnika, daljice AB, BC in AC pa stranice trikotnika.

Definirajte notranji in zunanji kot trikotnika.

Notranji kot trikotnika je kot, ki ima vrh v oglis¢u trikotnika, njegova kraka pa lezita
na stranicah trikotnika.

Zunanji kot trikotnika je sokot notranjemu kotu.

Na skici spodaj so «, S in 7 notranji koti, kot a;; pa zunanji kot trikotnika ABC.

Kolik$na je vsota notranjih kotov trikotnika?

Vsota notranjih kotov trikotnika je enaka 180°.

Koliksna je vsota zunanjih kotov trikotnika? Trditev dokaZite.

Vsota zunanjih kotov trikotnika je enaka 360°.

DokAz. Naj bodo «, 8 in v notranji koti ter a;, 81 in 71 zunanji koti trikotnika ABC.
Zunanje kote lahko izrazimo z notranjimi kot:

a; =180°—a, f1 =180°— 8 in vy = 180° — 1.
Izrac¢unajmo njihovo vsoto
a1+ B1+71 =180°—a+180° -3 +180°—v = 3-180° — (e + B +7y) = 540" —180° = 360°.

Dokaz je koncan. O
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28 Znamenite tocke trikotnika

Opisite konstrukcije simetrale daljice, simetrale kota in viSine na stranico tri-
kotnika.

a) Konstrukcija simetrale daljice.

Zapicimo Sestilo v vsako od krajis¢ daljice AB in na obe polravnini, katerih rob je nosilka
te daljice, odmerimo lok z enakim pripadajoéim polmerom. Dolzina loka mora biti daljsa
od polovice dolzine te daljice. Tocki, v katerih se loka sekata, poveZemo med seboj v
simetralo daljice.

b) Konstrukcija simetrale kota.

Narisemo lok [ poljubne dolzine s sredi§¢em v vrhu kota V. Lok seka kraka kota v tockah
A in B. Poltrak, ki razpolavlja lok AB, razpolavlja tudi dani kot ZAV B. Iz tock A in
B odmerimo lok enake dolzine, ki pa je daljsi od polovice loka AB. Presecisce teh lokov
povezemo z vrhom kota v simetralo kota.

c¢) Konstrukcija visine na stranico trikotnika.

Vigino na stranico ¢ v trikotniku ABC' konstruiramo tako, kot konstruiramo pravokotnico
iz dane tocke na dano premico. NariSemo lok s sredidéem v C, ki seka stranico AB dvakrat,
na primer v totkah D in E. Toctka C lezi na simetrali daljice DE. NariSemo enako dolga
loka iz tock D in F, ki se sekata v tocki P. Prese¢iite lokov povezemo s tocko C v simetralo

daljice DF in presecisce simetrale ter daljice DFE oznaéimo s C;. Daljica CC je viSina na
stranico AB.

C
]
|
A A
7 \\ fi
/ v
! \
t 1
! 1
AT ¥ B ; 4 oy
1Y y A D E B
\\\\I! o
,‘I _— - —— — .
I v B I
a) b) c)

Kako pois¢emo sredisce trikotniku oértanega kroga, sredisce trikotniku vértanega
kroga in visSinsko tocko trikotnika?

Sredisée trikotniku oértanega kroga je presecisce simetral stranic danega trikotnika.
Sredisce trikotniku vértanega kroga je presecisce simetral kotov danega trikotnika.

Visinska tocka je presecisce visin trikotnika.
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29 Skladnost likov

Definirajte skladnost likov.

Lika L; in Lo sta skladna, Ce obstaja toga preslikava, ki preslika lik L; na lik Lo ali
obratno tako, da se popolnoma prekrijeta. Skladnost likov oznaimo z Ly =~ Ls.

Povejte Stiri izreke o skladnosti trikotnikov.
Trikotnika sta skladna, ¢e
a) se ujemata v vseh treh stranicah,
b) se ujemata v dveh stranicah in kotu med njima,
c) se ujemata v stranici in njej prileznih kotih,

d) se ujemata v dveh stranicah in kotu, ki leZi daljsi stranici nasproti.

V paralelogramu nariSemo eno diagonalo. DokaZite, da sta tako dobljena tri-
kotnika skladna.

Imejmo paralelogram ABCD. Za paralelogram velja |[AB| = |[CD| in |BC| = |CD|.

Diagonala AC razdeli paralelogram na trikotnika ABC in ACD. Trikotnika se ujemata v
skupni stranici (diagonali AC) kot tudi v preostalih dveh stranicah, saj velja |[AB| = |CD|
in |BC| = |ADI|.

Trikotnika ABC in ACD se torej ujemata v treh stranicah. Po skladnostnem izreku iz
tocke a) pri prejdnjem vpradanju sledi, da sta ta trikotnika skladna.

D C

P —e
! 7
/
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30 Podobnost likov

Definirajte podobnost likov.

Lika L7 in L sta podobna, ¢e obstaja podobnostna preslikava, ki preslika lik L; na lik
Lo ali obratno. Podobnost likov Lq in Ly oznadimo z L; ~ Lo.

Osnovni primer podobnostne preslikave je homotetija ali srediS¢ni razteg.

Povejte tri izreke o podobnosti trikotnikov.

Dva trikotnika ABC in A’B’C’ sta podobna, &e se ujemata

e v dveh notranjih kotih,
e v kotu in razmerju stranic, ki kot oklepata,

e v dveh razmerjih istoleznih stranic.

V pravokotnem trikotniku nariS§emo visino na hipotenuzo. Koliko podobnih

trikotnikov nastane? DokaZite Evklidov ali viSinski izrek.

Imejmo pravokotni trikotnik ABC' s katetama a in b ter hipotenuzo ¢ = |AB|. Naj bo D
nozisce visine na AB. Ce nariSemo visino na hipotenuzo v, = |CD|, nastanejo trije pari
podobnih trikotnikov:

AABC ~ ANACD ~ ACBD,

saj se ujemajo v notranjih kotih.

Visinski izrek: Naj bosta a; = |[BD| in
by = |AD| pravokotni projekciji katet na hi- B

potenuzo. Potem velja, da je produkt pravo- “S\_f_h
kotnih projekcij katet na hipotenuzo enak kva- ?>D
dratu viSine na hipotenuzo. NN
a J” o
/ "“\_bl
ay - by = v} i Ve Sy
Dokaz. Iz podobnosti AACD ~ ACBD sledi - ™.
|AD| : |CD| = |CD| : |BD| oziroma % = %, ¢ b A

kar je ekvivalentno fuz = a7 - b1. |

Evklidov izrek: Kvadrat katete je enak produktu hipotenuze in pravokotne projekcije
te katete na hipotenuzo.
a?=a;-c, W¥=b-c

DokAz. Iz podobnosti AABC ~ ACBD sledi |AB| : |BC| = |BC| : |BD| oziroma
€ — @ oq koder sledi ¢-a; = a?. Na podoben naéin iz podobnosti AABC ~ AACD

a a1
izpeljemo c - by = b2. O
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31 Paralelogram

t. totk e 4 .
“*“7  Definirajte paralelogram.

Paralelogram je Stirikotnik z dvema paroma vzporednih stranic.

-3 k . : . .
ot Navedite lastnosti kotov in stranic paralelograma.

|V paralelogramu sta nasprotni stranici enako dolgi, nasprotna kota sta skladna, kota, ki
leZita ob isti stranici, pa sta suplementarna.

Navedite posebne vrste paralelogramov in opisite njihove lastnosti.

| Romb je paralelogram s skladnimi stranicami: |AB| = |BC| = |CD| = |DA|. Diagonali
v rombu sta pravokotni in se tako kot v vsakem paralelogramu razpolavljata.

Pravokotnik je paralelogram s skladnimi notranjimi koti: o = =+ = § = 90°.

Kvadrat je paralelogram, ki je hkrati romb in pravokotnik. Ima torej skladne stranice
kot tudi notranje kote. Diagonali v kvadratu sta med seboj pravokotni.

F’t' “"k" Dokazite, da se diagonali v rombu sekata pod pravim kotom.

.......... . Dokaz. Naj bo ABCD romb in S preseCidce njegovih diagonal. Ker se diagonali v
paralelogramu (kar je tudi romb) razpolavljata, je AABS skladen AADS, saj imata
skladne vse tri stranice. Od tod sledi ZDSA = ZASB. Ker pa sta ZDSA in ZASB
tudi sokota, velja ZDSA+ LZASB = 180°.

Od tod sledi ZASB = ZDSA = 90°, kar pomeni, da se diagonali v rombu sekata pod
pravim kotom. O
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32 Trapez

Definirajte trapez.

Trapez je stirikotnik z enim parom vzporednih stranic. Imenujemo ju osnovnici, drugi
dve stranici pa kraka.

D i@

Trapez Enakokraki trapez

Navedite lastnosti kotov trapeza.

Vsota kotov ob istem kraku trapeza je enaka 180°. Vsota notranjih kotov je enaka 360°.

Kaj je srednjica trapeza in katere lastnosti ima?

Srednjica trapeza je daljica, ki povezuje razpolovisc¢i obeh krakov.

Naj bo ABCD trapez in naj bosta E in F razpolovis¢i krakov AD in BC tega trapeza.
Potem je EF srednjica trapeza ABCD.

Oznagimo |AB| = a in |CD| = c. Srednjica DE je vzporedna osnovnicama AB in C'D ter

enaka polovici vsote osnovnic:
a+c
|[EF|=s= 5

Pri katerih trapezih sta diagonali enako dolgi? Naj bo S preseciS¢e diagonal
taksnega trapeza. lzrazite razmerje dolzin |AS| : |SC| z dolzinama osnovnic
trapeza, kjer je AC ena izmed diagonal trapeza.

Diagonali sta enako dolgi pri enakokrakih trapezih.

Naj bosta a in ¢ dolzini osnovnic enakokrakega trapeza ABCD in S presecisce njegovih
diagonal. Trikotnika AABS in ACDS sta podobna, saj se ujemata v vseh notranjih kotih
— v sovrsnih kotih in v dveh parih izmeni¢nih kotov.

Od tod sledi
|AS| B |AB| _a

|SC| |CD| ¢
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33 Premice in kroZnice

V kaksni medsebojni legi sta lahko premica in kroZnica, ki leZita v isti ravnini?

Imejmo premico in kroznico v isti ravnini. Premica in kroznica,

e imata lahko 1 skupno tocko, v kateri se premica dotika kroznice. V tem primeru
premici reCemo dotikalnica ali tangenta;

e premica in kroznica lahko nimata preseCiséa. V tem primeru premici retemo mi-
mobeZnica.

Podrobno opisite konstrukcijo tangente na kroZnico skozi dano tocko zunaj
kroZnice.

Imejmo kroznico K s srediséem S in neko totko A zunaj kroznice. Tangento na kroznico
KC skozi tocko A konstruiramo po slede¢em postopku:

1. nariSemo poltrak iz S skozi A,

2. razpolovimo daljico S A in razpolovise oznacimo s tocko C,

nariSemo kroznico s sredis¢em v C' in premerom |SA|,

&= W
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34 Sredi$éni in obodni kot

Definirajte sredis¢ni in obodni kot v krogu.

Naj bo S sredisCe kroznice ter A in B razliéni tocki na S ~

kroznici. Naj bo AB krozni lok. Kot, ki ga oklepata /N et

daljici SA in SB, tedaj imenujemo sredi§éni kot nad / N \

kroznim lokom AB. | / 5
\

Naj tocka C lezi na kroznici, vendar ne na kroznem loku : ‘
| = AB. Kot, ki ga oklepata tetivi CA in CB, tedaj \J/ N
imenujemo obodni kot nad kroznim lokom AB. A B

V kaksni zvezi sta, &e lezita nad istim lokom v krogu?

Srediséni kot je enak dvakratniku obodnega kota.

Povejte in dokaZite Talesov izrek o kotu v polkrogu.

Talesov izrek pravi, da je obodni kot nad premerom /*,\ A
kroZnice pravi. IS TN

DOKAZ. 74 . ~_ !

Naj bo S sredisée kroznice, AB njen premer in C' po- Al T
ljubna, od A ter B razli¢na, tocka na kroznici. Srediséni X T .
kot nad tetivo AB je oéitno iztegnjeni kot, kar pomeni, N ,
da je LZASB = 180°. e e

-~ -

Izrek o sredidénem in obodnem kotu pravi, da je sredigéni kot nad tetivo enak dvakratniku
obodnega. Iz tega sledi, da je obodni kot nad premerom AB enak ZACB = —%— -180° = 90°,
s ¢imer smo torej zakljudili, da je obodni kot nad premerom kroZnice pravi.

Kako uporabimo Talesov izrek pri konstrukciji pravokotnega trikotnika s podano
hipotenuzo in visino na hipotenuzo?

Naj bo ABC pravokotni trikotnik, ¢ = |AB| hipotenuza in v = |CD| vidina na hipotenuzo.
Konstrukcija poteka po slede¢ih korakih:

1. nariSemo hipotenuzo AB,
2. naértamo razpolovii¢e hipotenuze S,
3. naértamo kroznico s sredistem v .S in polmerom |AS| = |SB],

4. Narisemo vzporednico k AB, ki je od nje oddaljena za v,

moznosti za totko C in naértamo dva, med seboj zrcalna, skladna trikotnika.
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35 Sinusni in kosinusni izrek

F" ok Povejte kosinusni izrek. Na primeru opi$ite njegovo uporabo.
2

V poljubnem trikotniku ABC velja, da je kvadrat dolzine poljubne stranice enak vsoti
kvadratov dolzin preostalih stranic, zmanjsani za dvakratnik produkta dolzin teh stranic
in kosinusa nasprotnega kota. Tako velja:

a? =b%+ % — 2bccosa

b =a? + 2 — 2accos 8

¢ = a? 4+ b? — 2abcosy

Uporabimo ga, ko imamo podani dve stranici in kot med njima, izracunati pa Zelimo tretjo
stranico, ali ko imamo v trikotniku podane vse tri stranice in Zelimo izra¢unati kaksnega
od notranjih kotov.

Navedimo primer uporabe kosinusnega, izreka. Imejmo trikotnik ABC s skladnima strani-
cama a = b = 3 in kotom v = 120° med njima. DolZina tretje stranice c¢ je torej:

2
C2=32+32—2-3-3-c0s120°=?7 = c=32£,

rt 7 Povejte sinusni izrek. Na primeru opiSite njegovo uporabo.

V poljubnem trikotniku ABC je razmerje dolzine poljubne stranice in sinusa njej naspro-
tnega kota konstantno. Velja

a b c

- = — = — = 2 R’
sina sinf  sinvy

kjer je R polmer trikotniku o¢rtane kroznice.

Sinusni izrek uporabljamo pri reSevanju poljubnega trikotnika, ¢e v njem poznamo:

e stranico in dva notranja kota,
e dve stranici in kot, ki lezi eni od obeh stranic nasproti:

— kot nasproti daljsi stranici (ena resitev),

— kot nasproti krajsi stranici (mozni dve resitvi),
e polmer ocrtane kroznice in dve stranici,
e polmer ocrtane kroznice in dva kota,

e polmer ofrtane kroZznice, eno stranico in kot, ki ne lezi tej stranici nasproti.

Navedimo primer uporabe sinusnega izreka. Imejmo trikotnik ABC' s podatki a = 5cm,
b=4cm in a = 30°. Izratunajmo kot 3:

. i 4 2
sin 8 = ESma =5 sin30° = % = [ = arcsin — = 23,6°.
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S Dokazite enega izmed zgornjih izrekov.
2
DokAzZ. (kosinusni izrek): Kosinusni izrek bomo dokazali na dva nacina: z vektorji in

z definicijo kotnih funkcij v pravokotnem trikotniku v kombinaciji s Pitagorovim izrekom.

Nagcin 1. Naj bo v kot med vektorjema CA in CB.

. A
Potem velja, AN
AB=AC +CB=CB—CA. | g
Vemo, da je |CT4| = b, |@{ = a in |E| = A "-\,1
IzraGunajmo skalarni produkt AB AB na dva nacina. C Z B

Vemo, da je skalarni produkt AB - AB enak kvadratu
dolzine vektorja AB ki pa ustreza ravno dolZini stranice c. Vektor A AB pa smo izrazili
tudi koz razliko vektorjev CB in C’A zato lahko skalarni produkt AB - AB izradunamo

kot:
AB-AB = AB-AB
4B = (CB-CA) - (CB - T4)
(4B = CB-CB - OB -CA-CB-CA+CA-CA
|AB = [CBJ* - 2CB - CA + |CA["
E=a2-2. }@‘-|5Z|-cos*y+b2
¢ = a? + b — 2abcosy
Na. analogen nacin bi dobili tudi ostali dve razlicici izreka. i

Nagcin 2. Naj bo ABC trikotnik in D no#is¢e viSine na a. Oznagimo |[AB| =¢, |[BC|=a
in |[AC| = b. Potem velja [AD| = csinf in |DC| = a — ccos . Zapiimo Pitagorov izrek
za, trikotnik DCA:
(csin B)% + (a — ccos B)? = b*
c®sin? B + a® — 2accos B + ¢ cos? B = b?

¢ + a? — 2accos B = b?,

pri &emer smo upostevali sin? 8 + cos® 8 = 1.

A
2
// \\\
/ S
//J \\\
Cc / '\\b
4 csin B S
/ \
y/ . N

B ccos 8 .D a—ccosf C

DoKAz. (sinusni izrek): Sinusni izrek za trikotnik ABC posebej dokaZemo za ostroko-
tni, topokotni in pravokotni trikotnik.
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Naj bo ABC trikotnik s stranicami a, b in ¢, notranjimi koti «, 8 in -y ter polmerom ocrtane
kroznice R.

a)

Naj bo ABC ostrokotni trikotnik in naj bo dana temu trikotniku o¢rtana kroznica.
Kot v je obodni kot nad lokom AB. Potem je
kot LASB srediS¢ni kot nad tem istim lokom in

po izreku o sredi§¢nem in obodnem kotu velja
LASB = 2.

Opazimo, da je AASB enakokrak z osnovnico
AB. Vigina na to osnovnico v AASB razpolovi
kot 2 in osnovnico ¢ = AB. V trikotniku AADS

4]
siny*

velja siny = 2 = 5%, od koder sledi 2R =
Na analogen bi dobili tudi 2R = =% in

sina

2R = =2 od koder res sledi el _-/".I

sin 37 e

a b c

sina sinf  sinvy

Naj bo ABC topokotni trikotnik s topim C
kotom ~ in naj bo dana temu trikotniku s TR
o¢rtana kroznica. > ~

Trikotnik ABS je enakokrak z osnovnico ’ 7 Y D ~.N
AB. Visina na to osnovnico razpolovi kot AT=_ B
360° — 2v in to osnovnico, zato velja f s = : ,

c
2R’

[\-]1e)

sin(180° — ) =siny = £ =

s

c
siny

iz Cesar sledi 2R = in analogno 2R = siz 5 in 2R = =2—. Spet dobimo

sina®

a b c

. — = —— = 2R.
sina  sinf  sinvy

Naj bo AABC pravokotni trikotnik s pravim kotom -y.
Potem velja

C =777
C ¢ C < E
—— = ——am = =~ =(c=2R. LR N
siny  sin90 1 . 3
’ J \ \\
Velja tudi SRS NUE
= /‘\ ~ B r"“\.‘-"\x b b
a a r/ " 1 E /, of _‘\‘ £ \‘
N -l (e 2R T ~. 9/ b ,:.’\ |
~ / \
SI1 & - ;ll ~. ; ~. ll
o T a .'i\;
in Al R S R ' B
b b : f
| !
- =+~ =c=2R
sing @ ’
C]
iz ¢esar vnovic sledi ,
a c
= = 2R.

sinae  sinf  sinvy
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36 Plosé&ine likov

Navedite formulo za izra€un plos¢ine trikotnika.

Plos¢ina trikotnika je enaka polovici zmnozka stranice in viSine na to stranico oziroma

polovici produkta dveh stranic in sinusa vmesnega kota:
ave,  absinvy

=5 T

Navedite formulo za izracun ploscine paralelograma.
Ploséina paralelograma je enaka zmnozku stranice in viSine na to stranico oziroma pro-
duktu sosednjih stranic in sinusa vmesnega kota:

S = av, = absina.

Navedite formulo za izracun ploscine deltoida in jo dokazite.

Naj bosta e in f dolzini diagonal deltoida ABCD. D
Plocino deltoida izratunamo kot polovico produkta
dolzin diagonal:

ef

— 2 . B . .[L.‘

DokAz. Diagonalna f razdeli deltoid ABCD a8 : &6
na, dva skladna trikotnika, katerih plos¢ino '
izra¢unamo kot:

|AC| - vac
2]

€
S =25 =2. -
ABCD ACD 5 5= 9

Navedite formulo za izracun ploscine trapeza in jo dokaZite.

Naj bosta s = %€ srednjica in v visina trapeza 2N C H
ABCD. Potem njegovo plos€ino izra¢unamo i
kot produkt srednjice in viSine: E \F
a+c
S=s-v= .
g e / .
A G B

DokAZ: Naj bo bosta E in F zaporedoma

razpoloviséi daljic AD in BC. Skozi to¢ko F

naridemo vzporednico k stranici AD ter preseciSce te vzporednice in stranice AB oznaéimo
z G, preselisce te premice s premico C'D pa s H. Tako konstruirani §tirikotnik AGHD je
paralelogram. Ker sta trikotnika GBF in HCF skladna, je ploS€ina tega paralelograma
enaka, plo3¢ini trapeza ABCD.

Plos¢ino tega paralelograma pa znamo izracunati. Osnovnica tega paralelograma je s = atc

2
zato od tod po obrazcu za plodtino paralelograma sledi:
a+c
2

S=s-v= V.
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37 Ploséine likov

Navedite formuli za izraCun ploscine kvadrata in plos¢ine pravokotnika.

Ploséina kvadrata je enaka kvadratu dolzine njegove stranice a: S = a?.

Plos¢ina pravokotnika je enaka produktu dolZin stranic pravokotnika a in b: S = ab.

Navedite formulo za izra€un plos¢ine romba in jo dokazZite.
Plos¢ina roma s stranico a, vi§ino v in poljubnim notranjim kotom «:

S =av =a’sina.

Dokaz. Romb ABCD z diagonalo BD razdelimo na skladna trikotnika ABD in CDB.
Ploscino trikotnika ABD (ki je enaka plo3¢ini trikotnika C' DB izrazimo kot polovico pro-
dukta dolzin stranic |AB| = a in [DA| = a ter sinusa vmesnega kota a:

SaBp = %Cﬂ sin a. D — i
Plos¢ina romba je enaka dvakratniku plos¢ine
trikotnika ABD: )
S =2-8Sapp = a’sina = av.
A 'B

Formula velja za poljuben notranji kot; romb ima, §tiri notranje kote, med katerimi sta po
dva skladna. Ce je velikost enega kota «, je velikost drugega kota 180° — c. Obrazec za
ploSéino ostane enak ne glede na izbiro notranjega kota, s katerim jo bomo izrac¢unali, saj
je sina = sin(180° — a). o

Izpeljite formulo za izra€un viSine enakostrani€nega trikotnika.

Imejmo enakostranicni trikotnik ABC s stranico a. Naj bo f
D nozisce visine na AB. Vigino izra¢unamo s Pitagorovim f|
izrekom. Velja: /N
a@
2 3 \
v =|DC| = p[a? — (2) _ V3
2 2 / _
] \
A %2 D B

2
Navedite formuli za izracun plostine enakostraniénega in plos€ine pravokotnega
trikotnika.

2
Plostina enakostrani€nega trikotnika s stranico a je enaka: S = B ;/5
3 . b
Plos¢ina pravokotnega trikotnika s katetama a in b je enaka: S = %.
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38 Krog

rt‘ ““7  Navedite formuli za izra¢un plo$€ine in obsega kroga.
2
__ | Ploséino in obseg kroga s polmerom r izra¢unamo s formulama:
S =mr? in o= 2xr.
rt' 7 Povejte in izpeljite formulo za izraun dolZine kroZnega loka.
4
. Naj bo I dolzina kroznega loka, ki ga na kroznici s pol-

merom r doloca kot a. Ker je dolzina kroznega loka, ki
ga dolo¢a kot 360°, enaka 27r (obseg), lahko sklepamo,
da je dolzina kroznega loka [ enaka

T

'=360 T 1m0v

pri ¢emer smo kot « izrazili v stopinjah. Ce kot izrazimo
v radianih, obrazec preide v

l=ra.

[} 5t 1o 7 Povejte in izpeljite formulo za izraun plos¢ine kroZnega izseka.
Naj bo S ploséina kroZznega izseka, ki ga v krogu s pol-
merom r doloca kot a. Ker je plosina kroZnega izseka,
ki ga dologa kot 360°, enaka mr? (plogéina kroga), lahko
sklepamo, da je plos¢ina kroznega izseka S enaka

o o Tria

3600 " T 360°°

pri ¢emer smo kot a izrazili v stopinjah. Ce kot izrazimo
v radianih, obrazec preide v

ga_ =gl _ [l
2 2
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3t. totk
2l

St. toZk 9
1]

39 Prizma

Definirajte prizmo.

Prizma je geometrijsko telo, ki je spodaj in zgoraj omejeno z dvema skladnima n-
kotnikoma, med katerima je razpetih n paralelogramov.

Kdaj je prizma
— enakoroba?

Prizma je enakoroba, ¢e ima vse robove enako dolge.

— m-strana?

Prizma, ki ima ima za osnovno ploskev n-kotnik, je n-strana prizma.

— pravilna?

Prizma je pokonc¢na, ¢e so stanski robovi pravokotni na osnovno ploskev oziroma ¢e so
stranske ploske pravokotniki oziroma Ce je visina enaka stranskemu robu.

Prizma je pravilna, e je pokoné¢na in ¢e je njena osnovna ploskev pravilni n-kotnik.

Navedite formuli za izracun prostornine in povrsine pokonéne prizme.

Povrsina pokonéne prizme P je enaka vsoti dvakratnika ploséine osnovne ploskve O in
plasca pl prizme, prostornina V' pa je enaka produktu ploséine osnovne ploskve O in visine
prizme v:

V=0-v, P=20+pl=20+o0 v

Izpeljite formulo za izra¢un prostornine pravilne enakorobe Seststrane prizme z
robom a.

Osnovna ploskev pravilne Seststrane prizme z robom a sestoji iz 6 enakostraniénih triko-
tnikov s stranico a. Plos¢ina osnovne ploskve pravilne Seststrane prizme je zato

_6. a?+/3 _ a?3+/3

© 4 2

Ce je prizma enakoroba, velja a = v. Prostornina je tedaj

V=O-v=3T\/§-a2v=3T\/§a3.
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40 Valj

Definirajte pokoncni valj.

Valj je geometrijsko telo, ki je zgoraj in spodaj omejeno z dvema skladnima in vzpore-
dnima krogoma, med katera je razpet najmanjsi mozen plas¢. Ta dva kroga sta osnovni
ploskvi valja. Valj je pokoncen, &e so stranice pravokotne na osnovno ploskev oziroma e
sta os in viSina vzporedni.

Skicirajte mreZo valja.

MreZa valja je pravokotnik z dvema skladnima krogoma.

( B ————

—_——
L

Mreza valja Osni presek valja
Kaj je osni presek valja?
Osni presek valja je presek valja z ravnino, ki poteka skozi njegovo os. Vsak osni presek

valja je tudi njegov znacilni osni presek. Osni presek pokon¢nega valja je pravokotnik s
stranicama 2r in v.

Navedite formuli za izraun povrsine in prostornine pokonénega valja.

Povrsina pokonénega valja P je enaka vsoti dvakratnika plos¢ine osnovne ploskve O in
plai¢a pl valja, prostornina V pa je enaka produktu plos¢ine osnovne ploskve O in visine
valja v:

P =20 +pl =2nr(r +v), V=0 v=naru.

Izpeljite formulo za izratun povrsine valja.

Pri izpeljavi formule za izratun povrsine valja izhajamo iz formule P = 20 + pl in izrazov
za ploscino osnove ploskve (kroga s polmerom r) O = 772 in ploséino plasda pl = 27r - v.
Od tod sledi

P =20 + pl = 2772 + 2mrv = 277 (r + ).

Izrazite prostornino enakostranit¢nega valja s polmerom osnovne ploskve r.

Izhajamo iz osnovne formule za prostornino valja: V = O - v. Ploi¢ina osnovne ploskve je
O = mr?, visina enakostrani¢nega valja pa je v = 2r. Od tod sledi

V=0 -v=mr?v=mr? 2r=2m3,
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41 Piramida

Definirajte piramido.

Piramida je geometrijsko telo, ki je spodaj omejeno z n-kotnikom, ob straneh pa z n tri-
kotniki, ki se z eno stranico stikajo z robom osnovne ploskve (to je prej omenjeni n-kotnik).
Vsi ti trikotniki pa se stikajo v tocki, ki lezi izven ravnine, ki jo doloéa osnovna ploskev.
To totko imenujemo vrh piramide, vsi ti trikotniki skupaj pa tvorijo plas¢ piramide.
Kdaj je piramida

— enakoroba?

Piramida je enakoroba, ¢e so vsi njeni robovi enako dolgi.

— n-strana?

Piramida je n-strana, Ce je osnovna ploskev piramide n-kotnik.

— pravilna?

Piramida je pokonéna, ¢e njena viina leZi na njeni osi oziroma &e so vsi stranski robovi
skladni oziroma, ¢e so stranske ploske enakokraki trikotniki oziroma ¢e vrh lezi neposredno
nad sredi§¢em osnovni ploskvi ofrtanega kroga.

Piramida je pravilna, ¢e je njena osnovna ploskev pravilni n-kotnik in je pokonéna.

Navedite formuli za izracun povrsine in prostornine pravilne piramide.

Povrsina pravilne piramide P je enaka vsoti ploiine osnovne ploskve O, ki je pravilni
n-kotnik s stranico a, in plasca pl, ki je vsota enakokrakih trikotnikov z osnovnico a in
stranskim robom s. Prostornina V pa je enaka tretjini produkta plogcine osnovne ploskve
O in visSine piramide v:

P=0+npl, V=-0 v

L =

Izrazite prostornino pravilne enakorobe tristrane piramide z robom a.

Izhajamo iz osnovne formule za prostornino piramide, pri ¢emer upostevamo, da je tako
osnovna kot stranska ploskev piramide enakostraniéni trikotnik:

V=10-v=loa2 3_a\/6:a3\/§.
3 3 4 3 12

Pri izpeljavi prostornine smo upostevali, da visinska tocka osnovne ploskve razdeli visino

osnovne ploskve v razmerju 2 : 1, in da je visina piramide enaka v = “T‘/g. Do tega
rezultata pridemo s Pitagorovim izrekom:

d=dilln? — gax,ﬁ 2_(1\/6
3 2 -
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42 Stozec

St. totk - . e s o e >
et Definirajte pokonéni stoZec.

Stozec je geometrijsko telo, ki je spodaj omejeno s krogom, omejuje pa ga Se najmanjsi
mozni plas¢, ki se ovije okrog tega kroga in tocke, ki lezi izven ravnine kroga. Krog je
osnovna ploskev stozca, tocka pa njegov vrh.

Stozec je pokonéen, ¢e se njegov vrh pravokotno projicira na sredis¢e osnovne ploskve.

rt' ““7  Skicirajte mreZo stoZca.
1

Mreza stoZca je kroZni izsek in krog.

$t. totk o G . . .
= Opisite presek stoZca z ravnino, vzporedno osnovni ploskvi.

Presek stozca z ravnino, vzporedno osnovni ploskvi, je krog s
polmerom, manj3im ali enakim polmeru osnovne ploskve.

$t. totk o - . . . =
ol Opisite presek stoZca z ravnino, ki vsebuje os stoZca.
Presek stozca z ravnino, ki vsebuje os stozca, je trikotnik. V
pokonénem stoZzcu velja, da je ta presek enakokraki trikotnik s
stranicami 2r, s in s.
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Navedite formuli za povr$ino in prostornino stoZca.

Povrsina stozca P je enaka vsoti ploStine osnovne ploskve O, ki je krog s polmerom r, in
plascéa pl, ki ga v ravnino lahko raztegnemo v krozni izsek. Prostornina V pa je enaka
tretjini produkta ploséine osnovne ploskve O in viSine stoZca v:

P=0O+pl=nr(r+s), V=

|zrazite povrsino enakostrani€énega stoZca s polmerom r.

Izhajamo iz formule za povr§ino stozca P = wr(r + s), pri Gemer upostevamo, da v
enakostrani¢nem stozcu velja s = 2r.

P=mnr-(r+s)=mr-3r =3rrl
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43 Vektorji

Suwtk Kaj je vektor?
1
Vektor je koli¢ina, doloCena s smerjo, usmerjenostjo in dolzino. Ponazorimo ga z vzpore-
dno daljico.

St. totk -

Definirajte seStevanje vektorjev.

——— Vektorja @ in b sedtejemo tako, da vektor
b vzporedno premaknemo tako, da je njegov
zatetek v koncu vektorja a. Vsota vektorjev
a + b je vektor z zacetkom v zagetku vektorja
@ in koncem v koncu vektorja b.

s B Definirajte ni¢elni vektor in nasprotni vektor danega vektorja.

Nicelni vektor (oznaka: 0) je vektor z dolzino 0. Nima smeri in usmerjenosti.

Nasprotni vektor danega vektorja @ je tak vektor —@, da je @ + (—@) = 0.

Pojasnite vsaj dve lastnosti se$tevanja vektorjev in vsaj eno izmed njih dokaZite.

I Lastnosti seStevanja vektorjev:

a) a4+ b=b+a komutativnost sestevanja,

b) (G+b)+<C=73+ (b +¢) asociativnost sestevanja,

c) a+ 0=0+a=1 vektor 0 je nevtralni element za sestevanje.
Dokaz.

a) Ce je eden izmed vektorjev nitelni, komutativnost velja: @ + 0=0+3a=21a.

Ce vektorja nimata iste smeri, ju lahko sestejemo po paralelogramskem pravilu (slika
spodaj).
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Ce imata, vektorja isto smer, dobimo vek-
tor z isto smerjo in usmerjenostjo kot @ in a b

b, dolzina vsote pa je vsota dolzin vektor- = i
jev @ in b. To je neodvisno od vrstnega a—+ b

reda sestevanja:

Y

—
—

a+b=0b+7a.

ST

Ce imata vektorja nasprotno usmerjenost,
dobimo vektor z isto smerjo kot @ in b.
Ce imata vektorja usmerjenost je enaka _-—
usmerjenosti daljSega vektorja, dolZina pa
je enaka razliki dolzin daljSega in krajSega
vektorja. To je neodvisno od vrstnega
reda seStevanja:

S

l
+
S

a+b=0>+a.

b) Ce je eden od vektorjev enak 6, to otitno velja, saj potem v vsoti nastopata le Se
dva vektorja.

Ce noben od vektorjev ni ni¢elni, lahko s slike spodaj razberemo, da res velja

(6+3)+E=E+(3+?)

IS
Ol

ol
+
oL

g+ b+

c) Po definiciji zacetek vektorja 0 postavimo na konec vektorja @. Ponovo po definiciji
je njuna vsota vektor, ki se za¢ne v zacetku vektorja @ in konéa v koncu vektorja
0. Ker pa je zacetek in konec vektorja 0 ista toCka, je njuna vsota kar vektor @. O
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44 \Vektorji

Definirajte mnoZenje vektorjev s skalarji.

Za vektor @ in realno Stevilo n € R je na vektor, definiran na naslednji nacin:

a) tejed=0alin=0,jena = 0.

b) Cejea # 0 in n # 0, je n@ vektor, za katerega velja:

L]

njegova dolzina je |n| - |a|,
ima enako smer kot vektor @,

za. n > 0 je enako usmerjen kot vektor @, za n < 0 pa nasprotno usmerjen kot
vektor @.

Povejte vsaj dve lastnosti mnoZenja vektorjev s skalarji in vsaj eno izmed njih

dokazite.

Lastnosti mnoZenja vektorjev s skalarji:

a)
b)

c)

m(na) = (mn)a asociativnost v stevilskem faktorju,
(m+mn)a =ma +na distributivnost v Stevilskem faktorju,

n(a + 3) =nd +nb distributivnost v vektorskem faktorju.

DoKkAzZ. Vektorja sta enaka, ¢e imata enako smer, usmerjenost in velikost.

64

a) LoGimo ve¢ primerov:

Cejem=0,n=0alia =0, potem je m(na) = 0 = (mn)a.

Obravnavajmo primer, ko je m # 0, n # 0 in @ # 0.

Smer vektorja m(na) je enaka smeri vektorja a. Usmerjenost se ohrani, Ce
sta m in n enakih predznakov. Ce pa sta m in n razliénih predznakov, se
usmerjenost spremeni. Velikost je enaka

i

im(n@)| = |m| - [n@| = |m| - |n| - [@]| = [mn| - |&],

pri éemer smo v zadnjem koraku upoStevali lastnost absolutne vrednosti real-
nega, Stevila.
Poglejmo zdaj smer, usmerjenost in velikost vektorja (mn)a.
Vektor (mn)a ima enako smer kot vektor @.
Ce je mn >0 (¢e sta m in n enako predznadena), je usmerjenost enaka kot pri
vektorju @, ¢e pa je mn < 0 (&e sta m in n razli¢no predznaéena), je usmerjenost
nasprotna kot pri vektorju a.
Za velikost velja

|(mn) - @| = [mn| - |a].

Vektorja se ujemata v smeri, usmerjenosti in velikosti, zato je m(na) = (mn)a.
O



b) Naj bo brez skode za splognost |m| > |n|.

Vektor (m + n)@ ima smer enako kot vektor @. Usmerjenost tega vektorja je enaka,
kot pri @, &e je m + n > 0, in nasprotna, ¢e je m + n < 0. Velikost tega vektorja je
[((m+n)a|=|m+n|-|al

Vektor ma + na je vsota dveh vektorjev z isto smerjo kot vektor @, zato ima tudi
vsota smer vektorja @.

Pri obravnavi usmerjenosti lo¢imo ve¢ primerov:

e tejem >0inn >0, je m+n > 0 in ima vektor ma + n'a enako usmerjenost
kot @,

e Cejem < 0inn < 0, jem+n < 0in ima vektor ma +na nasprotno usmerjenost
kot @,

e tejem>0inn<0,jem+n>0inima ma + na enako usmerjenost kot @,

e cejem < 0inn > 0, je glede na zgornjo predpostavko m +n < 0 in ima vektor
ma + na nasprotno usmerjenost kot a.

Od tod lahko sklepamo, da ima vektor ma + na za m + n > 0 enako usmerjenost
kot ‘@, sicer pa nasprotno.

Poglejmo Se velikost vektorja ma + na v posameznih primerih:
e cejem > 0inn > 0, velja

Ima + na| = |ma| + |na| = |m|- @]+ |n|-|a| = m|a| + n|a] = (m +n)-|a|

=|(m+mn)-al.
e cejem < 0inn <0, velja

Ima +nal = |m|-[a| +|n| - [a@] = —m[a| —nla] = | -m —n|-|d| =

=[(m+n)-al.
e Cejem > 01inn <0, velja
ma +nal| = |jma| - |na]| = |m|a| + n[@]| = [(m +n) - [a]| = |(m + n) - @].
Ker se vektorja (m +n)a in ma@ + na ujemata v vseh treh koli¢inah, sta enaka. O

c¢) Pomagamo si lahko s sredisénim raztegom s faktorjem m. Loéimo primera za m > 0

in m < 0. V obeh primerih zaklju¢imo, da je ma + mb =m (?i + b). ]
p L s
g i+~
@+ )~ s /iy
~ neh \ &< \
o~ A -t Al
T = N \
. ~Ja 0
RS v a+ib *\§C~\
S - ¥ i =
- = 1 N x.
—— N \ N S
~ o _ . ! Nomd T
b N b -
Tia N vy P
~% i - -
o \ [ A m(a+ b
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%1 Kdaj sta vektorja kolinearna?

Naj bo k skalar in naj velja k # 0. Nenicelna vektorja @ in b sta kolinearna natanko
tedaj, ko je @ = kb.

Definirajte enotski vektor.

Enotski vektor € je vektor dolzine 1 s poljubno smerjo in usmerjenostjo.
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45 Vektorji

‘ %" Definirajte standardno ortonormirano bazo v prostoru R3.
1
——1 Standardna ortonormirana baza sestoji iz baznih vektorjev ¢, j in k, za katere velja,
da so enotski (dolzine 1) in pravokotni med seboj. Vektor i lezi na osi z, vektor j na osi
y, vektor k£ pa na osi z.
Za bazne vektorje velja
Tei=1, j-j=1, k-k=1
i-7=0, j-k=0k-i=0
St. totk

Naj bosta A in B tocki v prostoru R3. lzrazite vektor AB s koordinatami totk
2 A in B in odgovor utemeljite.

Naj bosta @ in b krajevna vektorja tock A(ai,ag,as) in B(b1, by, b3) v prostoru. Izrazimo

JE—

AB':?—E:(bl—al,bg—az,bg—ag).

V
S

lzrazite koordinate razpolovis¢a S daljice AB s koordinatami krajis¢ tock A in

St. totk
‘ B. Formulo izpeljite.

Naj bosta A(ai1,as,as3) in B(by, be, b3) tocki v prostoru. Potem je razpolovisée daljice AB
" +by aptby aztd
tockaS(al2 ke ROZE paes 3).

2

Oznag¢imo T 4 = (a1,a2,a3) in 7 g = (by, b2, b3). Potem velja

— - 1— 1, - 1. 1.,
TS:TA+A‘S’:TA+§AB=TA+§(TB_TA):§TA+§']"B:
1 1 a1 az ag by by b3
= —(a1,a2,a3) + = (b1, b, b :(___) = 2232 =
5 (a1, a2, a5) 5 (b1, b2, b3) Shpmip L Mg p

B a1+ b1 as + by as + b3
B 2 2 7 2 '
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46 Sklarani produkt

Kako izraéunamo skalarni produkt dveh vektorjev, &e poznamo njuni dolZini in
kot med njima?

Skalarni produkt vektorjev @ in b je produkt dolZzin vektorjev @ in b ter kosinusa
kota ¢ med njima:

—
—

a-b=]|al- |7)\| - COS P,
kjer je v € [0°,180°].
Nastejte vsaj dve lastnosti skalarnega produkta in vsaj eno izmed njih dokaZite.

Za poljubne vektorje @, b in ¢ ter skalar m velja:

a) a- b=b-a komutativnost,

b) @-(mb)=(ma)-b=m(a-b) homogenost,

c) a- (3 +¢)=1a- b+a-¢ distributivnost mnozenja glede na sestevanje,
d) a-a=0 skalarni produkt vektorja s samim seboj je
nenegativno realno Stevilo.
Doxkaz.

a) Pri dokazu komutativnosti uporabimo komutativnost realnih stevil in sodost funkcije
kosinus:

—

2-b=al |3| -Ccosp = |3l @] -cos(—p)=b-a.
b) Pokazimo, da je (m@)- b = m(a@ - b).

Naj bom = 0. Ce je ¢ kot med vektorjema @ in _b\, potem je kot med vektorjema
ma in b prav tako enak ¢. Tako imamo

(m@)- b = [m@]|-|B|-cosp = [m-@l|-|B|-cosp = m-[a|-[b]-cosp = m(a-F) .
Naj bo m < 0. Potem je kot med vektorjema ma in b enak 180° — @. Sledi:
(m@)- b = |ma|-[b] cos(180° — ) = —m|a] - |b|(~ cosp) = m|@] - || - cosp =
=m(@-b).
Podobno pokazemo, da je @ - (m_b\) =m <E . F)

c) Dokazu distributivnosti se bomo v priroéniku izognili in ga vsem bodo€im kandida-
tom na maturi prijazno odsvetujemo.

d) Kot med vektorjema @ in @ je 0°. Potem velja

2-4d=|al-|al -cos0°=|a>>0.
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St totk

Kako s skalarnim produktom ugotovimo, ali sta dana vektorja pravokotna?

Dana vektorja sta pravokotna natanko tedaj, ko je njun skalarni produkt enak 0.

2lb « G-b=0

Kako s skalarnim produktom ugotovimo, ali sta dana vektorja vzporedna?

Dana vektorja sta vzporedna natanko tedaj, ko je njun skalarni produkt enak produktu
njunih dolzin (Ce sta vektorja enako usmerjena) ali nasprotni vrednosti produkta njunih
dolzin (Ce sta vektorja nasprotno usmerjena).

G| «a-b==a| |b]
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47 Skalarni produkt v standardni ortonormirani bazi

Kako izraéunamo skalarni produkt dveh vektorjev v standardni ortonormirani
bazi? Odgovor utemeljite.

Naj bosta @ = (a1, asz,a3) in b= (b1, bz, b3) poljubna vektorja v standardni ortonormirani
bazi. Potem skalarni produkt vektorjev @ in b izracunamo kot

a - E = a1by + agbs + azbs.

Dokaz.
@ - = (a1, a2,a3) - (b1, b, bs) = <a17 +ang + ag‘k‘) : (bﬁ +ba7 + b37$)
= albl? G+ a1b27 . 7 + a1b37 K+ a2b17 G+ a2b2? . 7—!—
+ a2b37 &+ a3b17c‘ G+ a3b2z . 7 + a3b37¢\ -k
= a1b1| 7 [* + asba|7|” + asbs[k|* = a1b1 + azbz + asbs

V izpeljavi smo upostevali distributivnost in homogenost skalarnega produkta ter lastnosti
skalarnega produkta enotskih vektorjev.

Kako izra¢unamo dolZino vektorja v standardni ortonormirani bazi? Odgovor
utemeljite.
Naj bo @ = (a1, as,a3) poljuben vektor v standardni ortonormirani bazi. Potem je

@] = y/a? + af + o}

DOKAZ.

|E|2 =a-a = (al,aQ,ag) . (al,az,a?)) = a% + a% + a%,

pri ¢emer smo upostevali pri prejsnjem delu vprasanja utemeljeno pravilo za izracun ska-
larnega produkta dveh vektorjev v standardni ortonormirani bazi. Od tod sledi

|a| = y/a? + a} + a.

Kako izratéunamo kot med vektorjema v standardni ortonormirani bazi?

Kot med vektorjema @ = (aj,az2,a3) in b = (b1, b2, b3) v standardni ortonormirani bazi
izratunamo tako, da najprej izra¢unamo njun skalarni produkt @ - b ter njuni dolzini |a|
in \ b | Kosinus kota med vektorjema izrazimo iz definicije skalarnega produkta:

5|
ol

cosp =

=)

al[b]
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Ponazorite izracun kota med vektorjema s primerom.
Imejmo vektorja @ = (2,2,2) in b= (1,2,2). Izra¢unamo:

T-b=2-1+2-2+2-2=10
|| = V22 +224+22 =23
[b|=v12+221+22=3

o a-b 10 5
a||b] 2v3-3 33
S = 15,79"
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48 Koordinatni sistem v ravnini

Definirajte pravokotni koordinatni sistem v ravnini R

Ravnino opremimo z dvema pravokotnima
gtevilskima premicama, ki se sekata v koor- y 4
dinatnem izhodiséu. Vsaka od premic pred-

stavlja mnoZzico R (2 realni osi). Premici | ’T(ac,y)
imenujemo koordinatni osi — vodoravna os I g I I
je os z ali abscisna os, navpiéna os je os y :
ali ordinatna os. 1t 1

1

Koordinatno izhodii¢e razdeli koordinatni
osi na negativen in pozitiven poltrak. Lego 01 z
poljubne tocke v ravnini lahko opiSemo z 1
dvema §teviloma, s koordinatama z in y: +
koordinata z nam pove, za koliko enot je III 1 v
tocka oddaljena od osi y vklju¢no s pred-
znakom (Ce je = pozitiven, je toliko desno
od osi y, ¢e je = negativen, pa levo), koordinata y pa nam pove, za koliko enot je tocka
oddaljena od osi z, vkljuéno s predznakom (&e je y pozitiven je toliko nad osjo z, ¢e je
negativen, pa pod).

ay

Lego togko zapiSemo z urejenim parom realnih Stevil A(z,y).

Vse totke v ravnini opiSemo kot R x R = {(z,y);z € R,y € R}, kjer uvedemo oznako
R2 =R x R. Vse tocke v koordinatnem sistemu so torej vsi urejeni pari realnih Stevil.

Koordinatni osi razdelita koordinatni sistem na &tiri kvadrante: I. kvadrant, II. kvadrant,
II1. kvadrant in IV. kvadrant.

Izpeljite formulo za raunanje razdalje med dvema to¢kama.

Imejmo tocki v ravnini A(zy,y1) in B(z2,y2). v 1 T
Razdaljo med tockama izpeljemo s pomogjo Pi- A 2
tagorovega, izreka:
Y2—Y1
d(A,B)® = (z2 — 21)* + (y2 —11)?
T T
dA,B)=+(za —x1)?+ (ya—y1)? |- ]
1 .
0 1 "o

Povejte koordinati razpolovis€a daljice z danima krajis¢ema. Odgovor uteme-
ljite.

+ n
S(wl Z2 Y1 y2>.

tocka

2 = 2
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Koordinati razpolovis¢a S sta torej aritmeti¢ni sredini koordinat tock A in B.

DoKAzZ. Preveriti moramo dvoje: S je enako oddaljena od A in B ter S lezi na daljici
AB oziroma, da so totke A, B in S kolinearne.

S formulo za oddaljenost med tockama v ravnini izrazimo oddaljenost med tockama S in

A ter S in B:
2 2
a(4,5) = \/ (252 -m) + (22 -y)

B oy + 29 — 221\ 2 Y1+ y2 — 2y ’

2 2
d(s,B) = mz_:c1+:c2 + y2_yl—+y2
2 2
B 2z0 — oy — X9 2 2y2 — Yy — Yo ’
A R

pri Cemer smo v zadnji vrstici upostevali, da je (y; — y2)? = (y2 —v1)%
Pokazali smo, da je d(4, S) = d(S, B).

Kolinearnost preverimo tako, da izra¢unamo plosc¢ino trikotnika ABS:

g_l|l -z -y | _lim—m y—u|
2 211-5582 -1 yl-;gz -y 2 wggzl yz;yl
1 Y2—Y1 T2 — ]
= —z)- — (T — —0.
) ((932 1) 5 5 (y2 —y1)

Ploscina trikotnika ABS je enaka 0, zato so tocke A, B in S res kolinearne, kar zakljucuje
dokaz. |

~ Sb tokk
Tocko T(zo,y0) prezrcalite &ez premico z enatbo y = z. Povejte koordinati

1 tako dobljene tocke.

|
Yy /'/
Koordinati nove tocke sta T"(yo, o). T, ) /,./
‘.\ /'/
N Fa
N s
\\ /
P
25
NN
14 <, T'(3i0, o)
10 ] x

73




St totk
1

3t. totk

St. totk

~ St. totk
1

49 Funkcije

Definirajte pojem funkcije (preslikave) iz mnozice A v mnoZzico B.

Funkcija f : A — B je predpis, ki vsakemu elementu mnozice A (domena) priredi natanko
en element iz mnozice B (kodomena).

Kdaj je funkcija injektivna, kdaj surjektivna in kdaj bijektivna?

Funkcija f : A — B je injektivna, Ce je vsak element iz mnozice B slika najvec enega
elementa iz mnozice A.

Z drugimi besedami, funkcija je injektivna, ¢e se dva razlicna elementa iz A preslika v
razliéna elementa iz B. Za poljubna z1,x2 € A velja

f(z1) = f(z2) = =1 = zo.

Funkcija f : A — B je surjektivna, e je vsak element iz mnozZice B slika vsaj enega
elementa iz mnozice A.

7 drugimi besedami, funkcija je surjektivna, ée za vsak y € B obstaja z € A, daje f(z) = y.
Funkcija je surjektivna, ¢e je Zy = B.

Funkcija f : A — B je bijektivna, e je hkrati injektivna in surjektivna.

Z drugimi besedami, funkcija je bijektivna, &e je vsak element iz B slika natanko enega
elementa iz A.

Skicirajte graf ali povejte predpis funkcije, ki ni surjektivna.

Funkcija f : R — R s predpisom f(z) = 2% ni surjektivna.

Skicirajte graf ali povejte predpis funkcije, ki ni injektivna.

Funkcija f : R — R s predpisom f(z) = z? ni injektivna.
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50 Lastnosti funkcij

Kdaj je funkcija na intervalu narascajoca in kdaj padajoc¢a?
Funkcija f je nara3€ajoca na intervalu I, ¢e za poljubna 1,29 € I velja

z1 <z © f(z1) < f(22).

Funkcija f je padajoca na intervalu I, &e za poljubna x1,z9 € I velja:

1 <2 < f(z1) = f(z2).

Skicirajte graf ali povejte predpis funkcije, ki ni niti naras€ajo¢a niti padajoca.

Funkcija f : R — R s predpisom f(z) = sinz na intervalu [—m, 7] ni niti naras¢ajoCa niti
padajoca.

Poudarimo naj, da je konstantna funkcija po definiciji na poljubnem intervalu tako naraséajoca
kot tudi padajoc¢a, zato to ni pravilen odgovor na vprasanje.

Kdaj je funkcija f omejena?

Funkcija f je omejena, ¢e ima tako zgornjo kot spodnjo mejo.

Stevilo M € R je zgornja meja funkcije f, ce za vsak z € Dy velja f(z) < M.
m.

Stevilo m € R je spodnja meja funkcije f, & za vsak z € Dy velja f(z) >

Definirajte natanéno zgornjo mejo in natan¢no spodnjo mejo omejene funkcije

f.

Stevilo M € R je natanéna zgornja meja funkcije f, Ce je njena zgornja meja in e
nobeno manjse Stevilo ni zgornja meja.

Stevilo m € R je natanéna spodnja meja funkcije f, & je njena spodnja meja in e
nobeno vedje stevilo ni spodnja meja.
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51 Lastnosti funkcij

rL 7 Kdaj je funkcija f liha in kdaj soda?
2
AAAAA Funkcija f je liha, ¢e za vsak z € Dy velja

f(=z) = —f().

Funkcija f je soda, ¢e za vsak z € Dy velja

f(=z) = f(=).
%) Kako iz grafa funkcije f ugotovimo, ali je funkcija f soda oziroma liha?
1
Funkcija f je liha, Ce je njen graf simetriCen glede na koordinatno izhodisce.
Funkcija f je soda, ¢e je njen graf simetricen glede na os y.
[ Stv% 7 Gkicirajte graf ali povejte predpis funkcije, ki je hkrati soda in liha.
1 jie g
| Funkcija f : R —» R s predpisom f(z) = 0 je primer hkrati sode in lihe funkcije.
St©% Skicirajte graf ali povejte predpis neomejene padajoge lihe funkcije.
1
o Funkcija f : R — R s predpisom f(x) = —2z je primer neomejene padajoce lihe funkcije.
St totk

1 Skicirajte graf ali povejte predpis sode funkcije, ki ima zalogo vrednosti
 Zp=[2,4].

Funkcija f : R — R s predpisom f(z) = cosz + 3 je primer sode funkcije, ki ima zalogo
vrednosti enako Z5 = [2,4].
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52 Linearna funkcija

Definirajte linearno funkcijo in povejte, kaj je njen graf.

Linearna funkcija je funkcija f: R — R s predpisom f(z) = kz + n, kjer sta k,n € R.

Graf linearne funkcije je premica.

V odvisnosti od diferenénega koli¢nika & preutite naras¢anje in padanje linearne
funkcije f.

Pri vrednostih diferencnih koli¢nikov k € [0, ) je linearna funkcija narascajoca.

Pri vrednostih diferen¢nih koli¢nikov k € (—o0, 0] je linearna funkcija padajoca.

Konstantna funkcija je po definiciji tako narasc¢ajoca kot padajoéa.
Za koliko se spremeni vrednost linearne funkcije f, ¢e vrednost neodvisne spre-
menljivke pove¢amo za a?

Imejmo linearno funkcijo f s predpisom f(z) = kz + n.

Naj bo vrednost linearne funkcije pri nekem zg € R enaka
f(zo) = kxzo + n.
Ce vrednost neodvisne spremenljivke povecamo za a, je vrednost funkcije enaka

f(zo + a) = k(zp + a) + n.

Vrednost linearne funkcije se spremeni za,

flzo+ a) — f(zo) = k(zo + a) + n — kxzo — n = ka.

Naj bo f strogo narascajoca linearna funkcija s pozitivho zacetno vrednostjo.
Kaksen je predznak ni¢le funkcije f?

Predznak nic¢le funkcije f je negativen.

Y= R N
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53 Enacba premice

Kaj je eksplicitna oblika enatbe premice? Enatbe katerih premic lahko zapisemo
v tej obliki?

Eksplicitna oblika ena¢be premice je enacba oblike y = kx + n, kjer je k € R smerni
koeficient premice, n € R pa odsek, ki ga premica odreze od osi y.

V tej obliki lahko zapiSemo vsako premico razen premic, ki so vzporedne osi y.

Kaj je implicitna oblika enatbe premice. Enatbe katerih premic lahko zapiSemo
v tej obliki?

Implicitna oblika enache premice je enacba oblike ax + by +c = 0, kjer so a, b in ¢ realna
Stevila, ki niso vsa hkrati enaka 0.

V tej obliki lahko zapiSemo enatbo vsake premice.

Naj ima premica v ravnini enatbo az + by + ¢ = 0. Kaj mora veljati za realna
Stevila a,b in ¢, da lahko enatbo premice zapisemo v odsekovni obliki?

Veljati mora a # 0, b# 0in c # 0.
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54 Premice v ravnini

Definirajte naklonski kot premice in razloZite zvezo med naklonskim kotom in
smernim koeficientom dane premice (Ce ta obstaja).

Naklonski kot premice « je kot med pozitivnim poltrakom osi z in premico, merjen v tem
vrstnem redu v pozitivni matemati¢ni smeri v 1. ali II. kvadrantu.

Ce je premica navpicna, je a = 7.

Ce premica ni navpiéna in ima enacbo y = kz + n, velja:

o k>0 o =arctank, e k<0 =7+ arctank.
y v
1T 1%
n..l". o N
v 0 i T T T " ¥ 0 [ Ll T x

Kaj velja za smerna koeficienta vzporednih premic?

Naj bosta k; in ko smerna koefcienta dveh premic. Premici sta vzporedni, ¢e je k1 = ko.

Kaj velja za smerna koeficienta pravokotnih premic?

Naj bosta k; in ko smerna koefcienta dveh premic. Premici sta pravokotni, ¢e je k1 = —é.

I1zpeljite formulo za kot med premicama s smernima koeficientoma k; in k,.

Ce imata premici enaébi y = k1x 4+ ny in y = kg + ng, je kot med njima enak

ley — ko
1 +:Ii.'1k-2

@ = arctan

DoOKAz. Imejmo premici v ravnini z enacbama y = k1z + ny in y = kex + ny. Naj bosta
a1 in a2 naklonska kota teh premic in ¢ kot med njima.

V trikotniku ABC je a2 zunanji kot, zato je enak vsoti preostalih dveh notranjih kotov,
zato velja ag = ¢ + @1 In ¢ = ay — ;. Izrazimo tan g, pri ¢emer upostevamo adicijski
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A y=kx+mn
/\___'
o : .
* T T T -
A B\ =
izrek za tangens:
tanag —tanay kg — kg

tan = tan(as — a1) = =
L ( 2 1) 1+ tanag tan oy 14 k1ko

= ctan————'[zg_ki e(—I E)
L 2'2

Po definiciji je kot med premicama ostri kot, torej ¢ € [0, §), zato zapiSemo

Ky — ko
1+ kyko

k;:_l = ]\71

— | = arctan
1+ kko

= arctan ,

kar zakljucuje dokaz.
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55 Linearne neenacbe

Na primeru opisite reSevanje linearnih neenacb z eno neznanko.

Pri reSevanju neenacb upostevamo, da se mnozica resitev neenaCbe ne spreminja, Ce:

e neenacbi na obeh straneh pristejemo ali odstejemo isto Stevilo ali izraz,

e neenalbo na obeh straneh mnoZimo ali delimo z istim pozitivnim §tevilom ali izra-
zom,

e Ce neenaCbo na obeh straneh mnoZimo ali delimo z istim negativnim Stevilom ali

izrazom, pri tem pa obrnemo znak neenakosti.

Resimo neenacbo —12z + 13 < —10z + 25.

V prvem koraku na obeh straneh pridtejemo 10x in pristejemo —13, v drugem koraku pa
neenacbo delimo z —2, pri ¢emer se znak za neenakost obrne:

—12z+ 13 < —10z + 25
—2r <12
z>= -6

Resitev neenacbe so vsa realna $tevila z na pol zaprtem intervalu: z € [—6, c0).

Naj bosta a in b realni Stevili. Obravnavajte linearno neenacbho az + b < 0.

Obravnavamo neenacbo:

ar+b<0
ar < —b

Neenachbo obravnavamo v odvisnosti od parametrov a in b. Lo¢imo naslednje primere:

e tejea>0,jex < —%. Z drugimi besedami, resitve neenacbe so z € (—o0, —%),

e (e je a =0, dobimo b < 0. Ce je b < 0, so reditve neenacbe vsi z € R, ¢e je b = 0, je
reditev neenacbe prazna mnozica,

e ¢e je a < 0, se pri deljenju znak za neenakost obrne in dobimo z > —g. 7 drugimi

besedami, resitve neenache so z € (—%, o).

Za vsako od mnoZic {2,0) in R povejte primer linearne neenacbe z eno ne-
znanko, katere mnoZica resitev je dana mnozica.

Mnozica resitev linearne neenacbe 2z > 4 je [2, 00).

MnoZica resitev linearne neenacbe 0 -z > 0 je R.
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56 Potenéna funkcija

. Definirajte potentno funkcijo z negativnim celim eksponentom.
1
Potenéna funkcija z negativnim celim eksponentom je funkcija f : R — R s predpisom
f(z)=z"; neN.
% Narigite grafa potenénih funkcij, ki imata eksponenta —1 in —2.
2

Y 1y

Graf funkcije f(z) =z Graf funkcije f(z) = 72

.8 Primerjajte lastnosti poten¢nih funkcij s sodim in potenénih funkcij z lihim
3 negativnim celim eksponentom.

Za. obe skupini potenénih funkeij velja, da:
e nimajo nicle,
e imajo asimptoti z enacbama z =0 in y = 0,

e na grafu lezi tocka T'(1,1) in
o Dy =R— {0}
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Potencne funkcije s sodim eksponentom:

grafi potekajo skozi A;(—1,1) in
As(1,1),

so padajoce na intervalu (0, co),
so nara$cajoCe na intervalu (—oo,0),

so konveksne na intervalih (—c0,0) in
(07 w) b

Zf - (0, OO)
so sode,
niso niti injetivne niti surjektivne,

so navzdol omejene.

Potencne funkcije z lihim eksponentom:

grafi potekajo skozi Aj(—1,—1) in
As(1,1),

so padajoce na intervalih (—o0,0),
(0, ),

niso naraSCajoCe na nobenem inter-
valu,

so konkavne na (—o0,0), konveksne
na (0, o)

Zf =R- {0})
so lihe,
so injektivne, niso surjektivne,

SO neomejene.
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57 Korenska funkcija

Za poljubno naravno stevilo n definirajte korensko funkcijo f s predpisom
f(z) = /.

Naj bo n liho naravno stevilo, vecje od 1. Korenska funkcija f : R — R s predpisom
f(z) = {/x je inverzna funkcija funkciji g : R — R s predpisom g(z) = z™.

Naj bo n sodo naravno stevilo. Tedaj je korenska funkcija f : [0,00) — {0, ) s predpisom
f(z) = ¥/ inverzna funkcija funkciji g : [0,00) — [0,0) s predpisom g(z) = ™.

V isti koordinatni sistem narisite grafe korenskih funkcij za n = 2, n = 3 in

n = 4.
£ y
2
1 e
TT(1,1)
z
1 2 3

S =vutlo sive je narisan graf za korensko funkcije za n = 2, s sivo za n = 3, s ¢rno pa za za
n =4.

Povejte definicijsko obmoéje in zalogo vrednosti poljubne korenske funkcije.

Pri korenskih funkcijah z lihim korenskim eksponentom je Dy = R in Zy = R.

Pri korenskih funkcijah s sodim korenskim eksponentom je Dy = [0,00) in Zf = [0, ).
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58 Kbvadratna funkcija

Definirajte kvadratno funkcijo.
Kvadratna funkcija je funkcija f : R — R s predpisom
f(z) = ax® + bz + ¢,

kjer so a,b,ce R,a # 0.

Nastejte vsaj Stiri lastnosti kvadratne funkcije.

e Cejea > 0, je kvadratna funkcija navzdol omejena, padajoéa na intervalu (—co, p)
in nara3cajoCa na intervalu (p, 00) ter konveksna na celotnem definicijskem obmodju.
S p smo oznagdili absciso temena.

e Ce je a < 0, je kvadratna funkcija navzgor omejena, naraséajoca na intervalu
(—o0,p) in padajoa na intervalu (p,o0) ter konkavna na celotnem definicijskem
obmodju.

e Kvadratna funkcija je soda natanko tedaj, ko je koeficient b = 0.
e Nobena od kvadratnih funkcij ni liha.
e Kvadratna funkcija ima dve, eno dvojno ali nobene realne nicle.

e Kvadratna funkcija ni niti injektivna niti surjektivna.

Ali obstaja kvadratna funkcija, ki je liha? Poiscite vse sode kvadratne funkcije.

Nobena od kvadratnih funkcij ni liha.

Vse sode kvadratne funkcije so zajete s predpisom f(z) = az? + c.

Povejte primer navzdol omejene sode kvadratne funkcije.

Primer navzdol omejene sode kvadratne funkcije je funkcija f : R — R s predpisom

fl@) =2

85




2

- 3t. totk -

59 Teme grafa kvadratne funkcije

Kaj je teme grafa kvadratne funkcije? Kako ga izratunamo?

Teme grafa kvadratne funkcije je presetisée grafa kvadratne funkcije (parabole) in
njegove simetrale.

Naj bo f(z) = az? + bz + ¢ predpis kvadratne funkcije. Koordinati temena T'(p,q)

izra¢unamo kot:
b dac — b?
4a

Teme grafa kvadratne funkcije je najnizja tocka na tem grafu, ¢e je a > 0 oziroma najvisja
tocka na tem grafu, ¢e je a < 0.

Izpeljite temensko obliko predpisa kvadratne funkcije.
Izhajamo iz splogne oblike predpisa kvadratne funkcije.

fl@) =az? + bz +c

f(@) =a (m2 + Sw) +c

.. ) -
Ozna&imo p = —-2b—a ing= -2 4;1ac'

Temenska oblika predpisa kvadratne funkcije je
f(@) = a(z —p)® +q,

kjer sta p in q koordinati temena T'(p, q).

Povejte primer navzgor omejene kvadratne funkcije, katere graf ima teme v
prvem kvadrantu.

Primer navzgor omejene kvadratne funkcije, katere graf ima teme v prvem kvadrantu, je
funkcija f s predpisom
f(z) = —(z — 2022)2 + 2022.
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60 Nicle kvadratne funkcije

[ Stfk ‘ Definirajte ni¢lo funkcije in povejte nicelno obliko predpisa kvadratne funkcije.
' Niéla funkcije f je tako stevilo g € Dy, da je f(zo) = 0.
Nicelna oblika predpisa kvadratne funkcije:
f(z) = a(z — z1){z — z29).
4 Kaj je diskriminanta kvadratne funkcije?
1 ! ) J
|
........... .. Naj bo f kvadratna funkcija s predpisom f(z) = az? + bz + c. Potem je diskriminanta
kvadratne funkcije Stevilo
D =% — 4ac.
- St. totk -

Razlozite pomen diskriminante kvadratne funkcije pri iskanju njenih nicel.

Ce je D > 0, ima kvadratna, funkcija dve razliéni realni nicli z12:

Ce je D = 0, ima kvadratna funkcija eno dvojno realno niclo z; = zs:

1= T2

8 4

r1 = Xy

Ce je D < 0, kvadratna funkcija nima realnih nicel.

8
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Razlozite zvezo med nitlami kvadratne funkcije in absciso temena njenega
grafa.

Naj bo f kvadratna funkcija s predpisom f(z) = az? + bz + c in naj bosta 7 in z3 ni¢li
ter p abscisa temena te kvadratne funkcije. Potem velja

1 + 22 = 2p.

To dejstvo sledi iz Vietove formule, ki pravi, da je 1 + z2 = —%, in izraza za p = —%.
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61 Kvadratna enacba

Kaj je kvadratna enatba? Kako jo resimo?

Kvadratna enaéba je enacba oblike az? + bz + ¢ = 0, kjer so a,b,ce R, a # 0.

Resitvi kvadratne enacbe sta

—b+ /b2 — 4ac
X119 = .
’ 2a

Kako je z resljivostjo kvadratne enaébe v mnoZici realnih Stevil in kako v mnozici
kompleksnih $tevil?

Naj bo az? + bz + ¢ = 0 kvadratna enatba in D = b% — 4ac diskriminanta.
Ce je D > 0, ima kvadratna ena¢ba dve razliéni realni resitvi.
Ce je D = 0, ima kvadratna enacba eno dvojno realno resitev.

Ce je D < 0, kvadratna enacba nima realne resitve, temveé dve konjugirani kompleksni
resitvi.
Povejte Vietovi formuli za kvadratno enacbo.

Naj bosta z; in z resitvi kvadratne enacbe az? + bz + ¢ = 0. Vietovi formuli pravita:

. c
T1+Tog=—— N T -To=-—.
a a

DokaZite Vietovi formuli za kvadratno enacbo.

Dokaz. Naj bo az? + bx + ¢ = 0 kvadratna enatba in naj bosta z; = =bVD 5

2a
_ =b—/D
- 2a

o njeni resitvi. Potem je

1+ 2o = g S—

—b++D—-b—+D b
a

(=b+ /D) (<6—+/D) v¥—-D V-0 +4dac ¢
a 4a 4q a
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62 Kvadratna neenacba

Kaj je kvadratna neenacba?
Kvadratna neenacba je neenacba oblike

az? +br+c>0 ali ar®+br+c>0 ali az?+bz+c<0 ali az® +bx+c<0,
kjer so a,b,ce R in a # 0.
Obravnavajte mnoZico resitev kvadratne neenatbe f(z) < 0 glede na vodilni
koeficient in diskriminanto.

Naj bo f kvadratna funkcija s predpisom f(z) = az? + bz +c. Najbo D = b2 — dac
if_;'}g in zg = % niéli kvadratne

diskriminanta kvadratne funkcije in naj bosta x;
funkcije.

Obravnavajmo neenaébo az? + bz + ¢ < 0.

Najprej obravnavajmo primere za a > 0:
e e je D > 0, so resitve neenalbe z € (21, z2),

e Ze je D =0, so resitve neenalbe z € {},

e &e je D < 0, so resitve neenatbe « € {}.
Zdaj pa obravnavajmo Se primere a < 0:

e &e je D > 0, so resitve neenatbe z € (—00,x1) U (x2,0),
e e je D = 0, so resitve neenacbe z € R — {12},

e Ce je D < 0, so resitve neenacbe z € R.

Za lazje razumevanje glej slike pri vpraSanju 60.
Povejte primer kvadratne neenatbe, katere mnoZica reSitev je mnoZica vseh
realnih Stevil.

Primer taksne neenacbe je neenacba

z2 + 2022 > 0.

Povejte primer kvadratne neenatbe, katere mnoZica resitev je mnoZica {7}.
Primer tak3ne neenalbe je neenacba

(z—-T7)2<0.
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63 Eksponentna funkcija

Naj bo a > 1. Skicirajte graf funkcije s predpisom f(z) = a®.

Ty
3 /

Naj bo 0 < a < 1. Skicirajte graf funkcije s predpisom f(z) = a*.

\ Y
\\\ 3
2
N|
e
— T
1 2 3

Povejte vsaj Stiri lastnosti eksponentne funkcije.

Naj bo f : R — R eksponentna funkcija s predpisom f(z) = a®, kjer velja a > 0 in a # 1.

Lastnosti eksponentne funkcije so:

e definicijsko obmocje so vsa realna stevila: Dy = R,

e zaloga vrednosti je mnoZica pozitivnih realnih stevil: Zy = R¥,

graf funkcije gre skozi tocko A(0, 1),

funkcija je neomejena, najveéja spodnja meja je m = 0,

za a > 1 je naraSCajoca, za 0 < a < 1 pa padajoca,
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funkcija je konveksna na celotnem definicijskem obmoc&ju,

funkcija je injektivna, ni pa surjektivna in s tem ni bijektivna,

e abscisna os je vodoravna asimptota grafa funkcije,

eksponentna funkcija nima nicel.

= V odvisnosti od realnega parametra c obravnavajte enatbo f(z) = ¢, kjer je f
2 eksponentna funkcija.

Naj bo f eksponentna funkcija s predpisom f(z) = %, kjer a > 1 in a # 0. Obravnavajmo
enacbo o® = c.

Ce je ¢ < 0, enalba nima resitev.

Ce je ¢ > 0, je resitev enacbe © = log, c.
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64 Logaritemska funkcija

otk Naj bo a pozitivno realno Stevilo. Definirajte logaritemsko funkcijo z osnovo

1 a.

f(z)=log,z < ol @ =zx,a>0,a #1,

pri éemer imenujemo ¢ osnova logaritma in x logaritmand.

Ste toki Naj bo 0 < a < 1. Skicirajte graf logaritemske funkcije z osnovo a.

1/
3
2
1
:EL
1\ 2 3
8 -

5t. totk

Povejte vsaj stiri lastnosti logaritemske funkcije.

_ | Naj bo f: RT — R logaritemska funkcija s predpisom f(z) = log, z, pri ¢emer je a > 0
ina# 1.

Lastnosti logaritemske funkcije so:

e definicijsko obmocje je mnozica pozitivnih realnih stevil: Dy = RY,
e zaloga vrednosti je mnozica realnih stevil: Z5 = R,

e z = ( je navpi€na asimptota grafa funkcije,

e niclapriz =1,

® je neomejena,

e e je a > 1, je funkcija na celotnem definicijskem obmo&ju naraicajoca. Ce je
0 < a < 1, je funkcija na celotnem definicijskem obmogju na padajoca,

e Ce je a > 1, je funkcija na celotnem definicijskem obmoéju konkavna. Ce je
0 < a < 1, je funkcija konveksna.
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Naj bo a pozitivho realno 3tevilo, o # 1. RazloZite zvezo med predpisoma
f(z) =log, z in g(z) = log: z.

Velja f(z) = —g(z), kar lahko preverimo s formulo za prehod na novo osnovo:

1 log, x
g(ﬂ:) — logl T = Ogam — Ogﬂ.‘r

_loga(é) = = —log, z = —f(x).
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65 Racunanje z logaritmi

Dokazite, da za poljubni pozitivni realni Stevili a in b, a # 1 in b # 1, in za
poljubni pozitivni realni Stevili z in y velja:

loga z+ loga y= lOga(iL'y)

Dokaz. Naj bo log, z = m in log, y = n. Potem po definiciji logaritma sledi ¢™ = z in
a" = y. Tako je xy = a™a™ = a™*™. Sledi log,(zy) = m + n = log, = + log, y. O

logy, a

loga & = logy, a

Dokaz. Naj bo log,z = y. Po definiciji logaritma sledi z = a¥. Ce ta izraz na obeh
straneh logaritmiramo z novo osnovo b, dobimo log, z = logy a¥. Uporabimo pravilo za
logaritem potence in dobimo log,x = ylog,a. Sedaj izrazimo y, ki je enak log, z, in
zaklju€imo:

_ logyz

1 = :
%a® logy a

Povejte vsaj Se dve pravili za ra¢unanje z logaritmi.

a) log,z — log,y = log, (%) Razlika logaritmov je logaritem koli¢nika.

b) log,z® = blog, = Eksponent lahko nesemo pred logaritem.
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66 Polinomi

Definirajte polinom (polinomsko funkcijo). Kaj so stopnja, vodilni koeficient
in prosti Elen polinoma?

Polinom p stopnje n je realna funkcija p : R — R, podana s predpisom:
p(z) = anx™ + an_1z" 1 + - + a1z + ag,

kjer so an,an_1 ... a1,a9 € R in velja a, # 0.

Koeficient a, imenujemo vodilni koeficient, ¢len ag pa prosti ¢len.

Kako seStevamo polinome? Kaksna je stopnja vsote dveh polinomov?

Naj bosta p in ¢ si polinoma z realnimi koeficienti s stopnjama zaporedoma n in m. Naj
bo brez skode za splosnost n = m.

Vsota polinomov p in ¢ je polinom, ki ga dobimo tako, da seStejemo ¢lene istih stopenj.

Stopnja vsote polinomov p in ¢ je manj8a ali enaka vedji od stopenj polinomov p in q.

st(p(z) + ¢(x)) < max {st(p(z)), st(q(z))} ,

pri ¢emer smo z max oznagili najve¢ji najvéeji element mnozice.

Povejte osnovni izrek o deljenju polinomov.

Imejmo polinoma z realnimi koeficienti p in ¢, pri ¢emer je ¢ neniéelni polinom. Potem
obstajata enolitno dolo¢ena polinoma k in o, pri ¢emer ima slednji manjso stopnjo od
stopnje polinoma k, da velja

p(z) = g(z) - k(z) + ofz).

Pri tem imenujemo p deljenec, g delitelj, k koliénik in o ostanek.

RazloZite deljenje poljubnega polinoma p s polinomom ¢ s predpisom ¢(z) = z — ¢,
kjer je ¢ poljubno realno Stevilo.

Ce nekonstanten polinom p delimo z linearnim polinomom g(z) = = — ¢, je ostanek pri
deljenju konstanta, saj je ostanek nizje stopnje od delitelja. Po osnovnem izreku o deljenju
polinomov velja:

p(z) = k(z)(x —¢) + a.

Vrednost konstante lahko dolo¢imo. Ce v zgornji enachi z nadomestimo s ¢, dobimo
p(c) =k(c)(c—¢c)+a=a.

Torej je ostanek pri deljenju nekonstantnega polinoma p z linearnim polinomom ¢(z) =
x — ¢ enak vrednosti polinoma p v z = ¢: p(z) = k(z)(z — ¢) + p(c).
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Deljenje poljubnega nekonstantnega polinoma z linearnim polinomom lahko opravimo s
standardnim algoritmom za deljenje polinomov, zelo pogosto pa ga opravimo s Horner-
jevim algoritmom, ki ga bomo razlozili v nadaljevanju.

Naj bo p polinom z realnimi koeficienti s predpisom p(z) = apz™ + ap_12" + -+ + ag.
Deljenje polnima p z linearnim polinomom ¢ s predpisom ¢ = x — ¢ opravimo tako, da
sledimo spodnjim korakom:

= L

Qn an—1 an—2 ‘e a1 ag
c ! cbn_1 cbp—o e chy chg
an | bp_1+an_1 | cbp_o+an_o | ... | cb1+a1 | cbg + ag
I Il I Il I
bn—1 bn—2 bn—3 bo r

Koeficiente polinoma p zapiSemo v prvo vrstico tabele.
Vrednost ¢ zapiSemo na zacetek druge vrstice.
Vodilni koeficient polinoma p, to je an, prepiSemo v tretjo vrstico tabele.

Stevilo an naj bo enako b,_1. Stevilo b1 v tretji vrstici pomnozimo s $tevilom ¢ in
dobljeni produkt cb,—1 zapiSemo v drugo vrstico v naslednji stolpec desno. Sestejemo
an—1 in cbp_1 ter vsoto cbp—1 +an—1 prepiSemo v tretjo vrstico in jo oznacimo z by,—so..

S postopkom pri prejsnji tocki nadaljujemo do konca.

. S postopkom, prikazanim v tabeli, dobimo rezultat deljenja. Prvih n &tevil v zadnji

vrstici predstavlja koeficiente koli¢nika k(z), zadnje Stevilo pa ostanek € R. S tem,
ko tako poznamo koli¢nik, torej k(x) = bp_12" 1 + bp_oz™ 2 + --- + bz + by, in
ostanek r(z) = r, smo deljenje polinomov p in ¢ uspesno izvedli.

PokaZimo ga e na primeru deljenja polinoma p(z) = z® + 622 + 12z + 9 z linearnim
polinomom ¢(z) = z + 2. Sledimo spodnjim korakom:

116 |12] 9
21 —2[-8]-8
1] 4 | 4] 1

. Koeficiente polinoma p zapisemo v prvo vrstico tabele.

Vrednost ¢ = —2 zapiSemo na zacetek druge vrstice.

Vodilni koeficient polinoma p, to je 1, prepidemo v tretjo vrstico tabele.

. Stevilo 1 v tretji vrstici pomnozimo s dtevilom —2 in dobljeni produkt —2 zapisemo

v drugo vrstico v naslednji stolpec desno.

Stevili 6 in —2 v naslednjem stolpcu se§tejemo in njuno vsoto 4 zapiSemo v tretjo
vrstico. Pomnozimo ga s Stevilom —2 in zmnozek —8 prepiSemo v desni stolpec.

Stevili 12 in —8 v naslednjem stolpcu seStejemo in njuno vsoto 4 zapisemo v tretjo
vrstico. Pomnozimo ga s §tevilom —2 in zmnozek —8 prepisemo v desni stolpec.

Stevili 9 in —8 v naslednjem stolpcu sestejemo in dobimo zadnjo vsoto 1, ki pred-
stavlja ostanek pri deljenju polinoma. p s polinomom gq.

. Koeficienti koli¢nika k so Stevila v tretji vrstici, tako je k(z) = 22 + 4z + 4.
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67 Nicle polinomov

i Koliko realnih nigel ima lahko poljuben polinom stopnje n?

1

Poljuben polinom stopnje n ima lahko najve¢ n realnih nicel.

Polinom p stopnje n naj ima n paroma razlicnih ni¢el. Kako lahko zapisemo

% predpis polinoma p, da bodo iz njega razvidne vse njegove nicle?

‘ 1

Naj bodo z1,z2 ... z, ni€le polinoma p. Potem lahko predpis polinoma zapisemo kot
p(z) = alz —z1)(z—22) ... (xz — ),

pri Cemer je a vodilni koeficient polinoma. Zapis imenujemo ni¢elna oblika polinoma.

% Koliko realnih ni¢el ima lahko polinom tretje in koliko polinom &etrte stopnje?

‘ 2 Navedite vse moznosti.

Polinom tretje stopnje ima lahko bodisi tri bodisi eno realno niélo.

Polinom &etrte stopnje ima lahko bodisi stiri bodisi dve bodisi nié realnih nicel.

Opisite metodo bisekcije za iskanje ni¢el polinomov.

Metoda bisekcije je postopek ratunanja priblizkov lihih realnih niel polinoma. Z me-
todo bisekcije ni¢lo omejimo na dovolj majhen interval. Intervale v vsakem koraku razpo-
lavljamo. Na koncu dolo¢imo priblizek nicle.

Denimo, da je nek polinom p v krajis¢ih intervala [a,b] razlitno predznacen: p(a) > 0
in p(b) < 0 ali p(a) < 0 in p(b) > 0. To pomeni, da graf polinoma p na tem intervalu
zagotovo seka os z, kar pomeni, da ima p na tem intervalu niélo lihe stopnje.

To niclo dolo€imo tako, da interval [a,b] razpolovimo. Dobimo c; in doloéimo tistega od
intervalov [a, c1] in [c1, b], kjer je p razli¢no predznagen. Naj bo to brez skode za splognost
interval [a,c1]. Potem ima p ni€lo na intervalu [a, c1].

Razpolovimo interval [a,c;], dobimo ¢y in dolotimo tistega od novih intervalov, kjer je
p razlitno predznacen. Tako lahko nadaljujemo poljubno dolgo oziroma naredimo toliko
korakov bisekcije, da dolo¢imo ni¢lo do Zelene natanénosti.
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68 Racionalna funkcija

Kako poiS€éemo niéle in pole racionalne funkcije?

Naj bo r(x) = ﬁg;)) racionalna funkcija, pri ¢emer sta p in ¢ tuja si polinoma z realnimi

koeficienti ter ¢ nenicelni polinom.
Niéle racionalne funkcije so nicle polinoma v §tevcu.

Poli racionalne funkcije so ni¢le polinoma, v imenovalcu.

Naj bo z, ni€la racionalne funkcije f. RazloZite obna3anje funkcije f v dovolj
majhni okolici nicle z,. Navedite vse moZnosti.

V okolici ni¢le xy se racionalna funkcija obnasa podobno kot polinom v §tevcu.

Ce je nicla zq lihe stopnje, funkcija v ni¢li spremeni predznak. Graf funkcije v niéli seka
abscisno os.

Ce je nicla zg sode stopnje, funkcija pri prehodu skozi ni¢lo ohrani predznak. Graf funkcije
se v nicli dotakne abscisne osi.

Naj bo z, pol racionalne funkcije f. RazloZite obnasanje funkcije f v dovolj
majhni okolici pola z3. Navedite vse mozZnosti.

V polu racionalna funkcija ni definirana.
Ce je pol zg lihe stopnje, funkcija v polu spremeni predznak.
Ce je pol zg sode stopnje, funkcija v polu ohrani predznak.

Ko se z priblizuje x¢ z leve ali desne, gredo vrednosti funkcije éez vsako mejo ali pod vsako
mejo. Cez pol poteka navpicna asimptota grafa racionalne funkcije.
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69 Racionalna funkcija

Naj ima racionalna funkcija f vse nicle in pole na intervalu (a,b). RazloZite
obnasanje racionalne funkcije f na intervalih (—cc,a) in (b,00). Navedite vse
moznosti.

Naj bosta p in ¢ polinoma z realnimi koeficienti zaporedoma s stopnjama n in m s pred-
pisoma

1+---+a13:+a0

p(z) = apz" + ap—12""
in
q(x) = bz + bm_lxm_l + -+ bz + bg.

Naj bo r racionalna funkcija s predpisom 7(z) = f;—Ef—;

Za racionalno funkcijo r na intervalih (—co,a) in (b, ), to je dale¢ od koordinatnega

izhodisca, lahko velja:

e Ce je n < m, potem ima graf funkcije vodoravno asimptoto pri y = 0.

e Ce je n = m, potem ima graf funkcije vodoravno asimptoto z enacbo y = g—;.

e Cejen > m, potem je asimptota graf funkcije polinoma stopnje vsaj 1. Graf funkcije
ima bodisi posevno asimptoto ali pa asimptotsko krivuljo, odvisno od tega, za koliko
se stopnji polinomov p in g razlikujeta.

Kdaj ima graf racionalne funkcije poSevno asimptoto? Kako izratunamo enacbo
poSevne asimptote, ¢e obstaja?

Ce je polinom v §tevcu za eno stopnjo visji od polinoma v imenovalcu, ima graf racionalne
funkcije posevno asimptoto

Naj bo k kvocient in o ostanek pri deljenju polinoma. p s polinomom gq. Tedaj je

() ofa)
= = k(z) + —F—.
ql(z) (@) qlx)

]

Premica y = k(z) je asimptota grafa racionalne funkcije. PoiS¢emo jo torej tako, da
polinom p delimo s polinomom ¢ — dobljeni koli¢nik % je enacba asimptote.

Povejte svoj primer racionalne funkcije, katere graf ima asimptoto z enacbo
Yy = 2.

Primer racionalne funkcije, katere graf ima asimptoto z enacbo y = 2z, je racionalna
funkcija r : R — R s predpisom
2% — 2z — 3
r(z) = ——
z—1
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70 Funkcija sinus

Definirajte funkcijo sinus.

Sinus poljubnega kota z (oznaka: sinz) je ordi-
nata tocke, v kateri premicni krak kota seka enotsko

kroZnico. Ty /

Vrh kota x je v koordinatnem izhodi§tu, eden od krakov
kota je pozitivni del osi z. Drugi krak kota (premiéni

I\

krak) odmerimo v pozitivni matemati¢ni smeri, njegova, \ !
lega pa je odvisna od velikosti kota. '

Enotska kroznica je kroznica s sredis¢em v koordina-
tnem izhodi§¢u in polmerom 1.

“-«.‘_‘______,_/

\
/

yd

]

Koliko je osnovna perioda funkcije sinus? Povejte vse ni€le funkcije sinus.

Osnovna perioda funkcije sinus je 27. Nié¢le funkcije sinus so v tockah = = kn, k € Z.

Narisite graf funkcije sinus.

A om

Nl R
3
| wlg

Za katere a € R premica z enacbo y = a seka graf funkcije sinus? V primerih, ko
imata dana premica in graf funkcije sinus neprazen presek, povejte vsa njuna

wew v

presecisca.

Premica z enacbo y = a seka graf funkcije sinus pri vrednostih a € [—1,1].

Presecisca dolo¢imo iz resitev trigonometri¢ne enacbe sinz = a.

Ce je a = 1, so regitve enacbe z = % +2km, k € Z. Presecisca so v tockah T' (% + 2k, 1).

Ce je a = 0, so resitve enacbe z = k, k € Z. Preseciséa so v tockah T (k,0).

Cejea = —1, so resitve enacbe z = —5+2km, k € Z. Presecista so v tockah T' (—% + 2km, —1).

V ostalih primerih dobimo dve druZini resitev enacbe:
z = arcsing + 2km,k€Z in xz=m—arcsina+ 2km, ke
in s tem dve druzini preseéisc:

Ti(arcsina + 2km,a) in  Ty(m — arcsina + 2km, a).

Z
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71 Funkcija kosinus

yi

1
Definirajte funkcijo kosinus. 7 ~ /

Kosinus poljubnega kota x (oznaka: cosz) je enak ab- _L v _' j
- v e 1) I

scisi tocke, v kateri premi¢ni krak kota seka enotsko \ ;

kroznico. A

Koliko je osnovna perioda funkcije kosinus? Povejte vse ni€le funkcije kosinus.

Osnovna perioda funkcije kosinus je 2m. Nicle funkcije kosinus so v tockah 2 = £ + k,
kelZ.

NariSite graf funkcije kosinus.

i .

1
Rl
H

2m

wol 3,4
;
|

Za katere a € R premica z enaébo y = a seka graf funkcije kosinus? V primerih,
ko imata dana premica in graf funkcije kosinus neprazen presek, povejte vsa
njuna presecisca.

Premica z enacbo y = a seka graf funkcije kosinus pri vrednostih a € [-1,1].
Presecisca so resitve trigonometriéne enacbe cosz = a.
Ce je a = 1, so resitve enacbe z = 2kn, k € Z. Preseéiséa so v tockah T (2km, 1).
Ce je a = 0, so reditve enacbe z = % + km, k € Z. Presetis¢a so v tockah T (g + km, O).
Cejea = —1, so resitve enatbe x = 742k, k € Z. Presesiscéa so v tockah T (7 + 2km, —1).
V ostalih primerih dobimo dve druZzini resitev
x =arccosa+ 2km,k€Z in x = —arccosa+ 2km,keZ
in s tem dve druzini prese¢isc:

Ty (arccosa + 2km,a) in  Ty(—arccosa + 2km,a).
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72 Funkcija tangens

Definirajte funkcijo tangens.

Tangens poljubnega kota x (oznaka: tanz) je ordinata T~
tocke, v kateri tangenta na enotsko kroznico v tocki /\/
(1,0) seka nosilko premi¢nega kraka kota.

Povejte definicijsko obmocje funkcije tangens.

Dy =R—{ +kn kelZ} e

Koliko je osnovna perioda funkcije tangens? Povejte vse ni¢le funkcije tangens.

Osnovna perioda funkcije tangens je 7. Nicle funkcije tangens so v tockah z = km, k € Z.

Narisite graf funkcije tangens.

|
l
|
! 1
l
|
|
|

- - 2

—14

I
EY

S S 5| - - T e rar g e
] i

—— e

Za katere a € R premica z enatbo y = a seka graf funkcije tangens? V primerih,
ko imata dana premica in graf funkcije tangens neprazen presek, povejte vsa

WEvw

njuna presecisca.

Premica z enalbo y = a seka graf funkcije tangens za vsako realno stevilo a.

Presecisca so resitve trigonometricne enacbe tanx = a, in sicer
z = arctanag + km, k € Z.

Druzino presecis¢ zapisemo kot T'(arctana + k, a).
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73 Kotne funkcije

Za vsako kotno funkcijo (sinus, kosinus, tangens in kotangens) povejte, ali je
soda oziroma liha.

Funkcije sinus, tangens in kotangens so lihe, funkcija kosinus pa soda.

Utemeljite odgovore iz prvega vprasanja. 1

Odgovor utemeljimo za vsako od §tirih kotnih e
funkcij posebej .

/
Sinus: Predstavimo kota x in —z na enotski
kroznici. Opazimo, da sta trikotnika OBA in _ .
OBA’ skladna, saj imata dva skladna kota in \ o[ B /1 -

eno stranico: |OA| = |OA'|. Iz tega sledi, da so
vse stranice teh trikotnikov skladne, od tod pa

|sinz| = |sin(—z)| in sinz = —sin(—x), saj je 4 5
sin(—z) < 0. Od tod sledi sin(—z) = —sinz, ™~ pa

kar pomeni, da je sinus liha funkcija. \___/

Kosinus: Enako kot pri prejsnji tocki utemeljimo, da sta trikotnika OBA in OB’ A’ skladna,
kar pomeni, da so vse stranice skladne. Od tod sledi |OB| = |OB’| in | cosz| = | cos(—z)]

ter cos(z) = cos(—z), kar pomeni, da je kosinus soda funkcija.
Tangens: Oznatimo f(z) = tanz. UpoStevamo ugotovitvi pri prejénjih toc¢kah in dobimo
sin(—z) —sinaz

f(—z) = tan(—z) = cos(—3) = eE —tanz = —f(x)

ter zaklju¢imo, da je tangens liha funkcija.

Kotangens: Oznac¢imo f(z) = cot z. Upostevamo ugotovitev pri prejsnji tocki in dobimo

1 il 1
- = = — = —cotz = —f(z)
tan(—z) —tanz tanz

f(=z) = cot(—z)

ter zakljucimo, da je kotangens liha funkcija. |

Za vsako kotno funkcijo f (sinus, kosinus, tangens ali kotangens) povejte zvezo
med f(7m—z) ter zvezo med f(7+z) in f(z) za vsak z iz definicijskega obmoé&ja
funkcije f.

sin(r —z) =sinz  sin(r +z) = —sinz
cos(m —z) = —cosx cos(m+x) = —cosx
tan(m —z) = —tanz  tan(m +z) = tanz
cot(m —z) = —cotx  cot(m+ x) = cot
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kT Dokatzite, da je sin (3 — x) = cosz za vsako realno $tevilo .

| Doxkaz. Veljavnost lastnosti za vsako realno stevilo z najlazje dokazemo z adicijskim
izrekom za sinus:

. m _ . ™ .
S1n (3 —LL'> S SIHSCOSQ’J—SHIIL'COSS =1-cosx —sinx -0 =cosz.

< < 4
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74 Kotne funkcije v pravokotnem trikotniku

Naj bo o ostri kot v danem pravokotnem trikotniku. Definirajte sinus, kosinus,
tangens in kotangens kota o.

Naj bodo a, b in ¢ v pravokotnem trikotniku zaporedoma kotu o nasprotna kateta, prilezna
kateta in hipotenuza.

B

Sinus kota je razmerje med kotu nasprotno Tangens kota je razmerje med kotu na-
kateto in hipotenuzo. sprotno kateto in prilezno kateto.
a

sina = tana =

b

Kosinus kota je razmerje med kotu Kotangens kota je razmerje med kotu

prilezno kateto in hipotenuzo. prilezno kateto in nasprotno kateto.
b
cosa = — cota = —
c a

Naj bo o poljuben kot, 0 < a <
ter jo dokazite.

Povejte osnovno zvezo med sina in cosa

e

Naj bodo a, b in ¢ v pravokotnem trikotniku zaporedoma kotu a nasprotna kateta, prilezna
kateta in hipotenuza.

Osnovna zveza med sin « in cos  je

2

sin? o + cos? a = 1.

b

DOKAz. Po definiciji velja sina = £ in cosa = .

V nadaljevanju upostevamo Pitagorov izrek a2 + b? = ¢

an 2 b\ 2 2 4 p2 2
sin2a+0052a=<—> +<—> e :c—zl‘
c c c

Dokaz je koncan. 5]
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Povejte Se vsaj Stiri zveze med kotnimi funkcijami v pravokotnem trikotniku in
eno med njimi dokaZite.

Zveze med kotnimi funkcijami:

__ sina 2 . 1
a) tana = e d) 1+tan“o = povees o
__ oSO 2 . 1
b) cota = $7C e) 1+cot®a= 5
_ 1
c) cota = o~

Doxkaz. Upostevamo definicije kotnih funkcij v pravokotnem trikotniku in ugotovitve pri

prejénjih tockah.

sin o
cos o

a) tana =

SIS

b
_ b _ ¢ _ cosa
b) COta_a_%_sina

C) cota = sing . Sma . tan a
CcOoB o
d) 1 +tan2a =14+ (sina)2 — cos” o + sin® o o sin® a4cos? o — 1
COB ¥ cos® a cos? cos” @ cos? o
e) 1+ cot? o = Sinfa costa _ 1 0
sin® a sin” o sin? o
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75 Kotne funkcije

% Povejte adicijska izreka za funkgiji sinus in kosinus.
-~ Adicijska izreka za funkcijo sinus:
sin(a + B) = sinacos B + sin B cos a,
sin(a — ) = sina cos B — sin B cos a.
Adicijska izreka za funkcijo kosinus:

cos(a + B) = cosacos B — sin asin B,
cos(a + ) = cos acos B + sin asin B.

3t. to¥k

‘ Izrazite sin(2z) in cos(2z) s sinz in cosz. Eno od formul dokaZite.
2
‘ sin(2z) = 2sinz cos

2 2

cos(2z) = cos®z —sin®x

DokAz. Pri dokazu obeh trditev uporabimo adicijski izrek za sinus oziroma kosinus:

sin(2z) = sin(z + z) = sinz cosz + sinzcosz = 2sinz cosz,

cos(2z) = cos(z + ) = coszcosx — sinzsinz = cos? z — sin? z.

St. todk

| 2

Izrazite tan(2z) s tanz. DokaZite.

2tanz
tan(2z) = ————
1 —tan“zx
Dokaz. . —
sin(22) 2sin x cos @ 2tanw
tan(2r) = SM20) | _2snwcosy _ _Ztand
cos(2x)  cos?z —sin®z 1 —tan®a

pri ¢emer smo v zadnjem koraku Stevec in imenovalec delili s cos? z. To lahko brez skode
storimo, saj pri z = § + km, k € Z, ko je cos? = 0, funkcija. tan(2z) ni definirana. O
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76 Krozne funkcije

[ **7  Definirajte funkcijo arkus sinus.

Funkcija arkus sinus je inverzna funkcija funkcije sinus, ki preslika interval [-1,1] na
interval [—%, %]

f(z) = arcsinz, &e je sin f(z) = z in f(z) e [_E E]

rt' “’“‘1 Povejte definicijsko obmogje in zalogo vrednosti funkcije arkus sinus.

i T T
'Df = [_1,1], Zf = [_5, 5]

<@

ol 3

Narisite graf funkcije arkus sinus.

foek
]
I
.

,_._______>:.-_l

~ St todk —

Definirajte funkcijo arkus tangens.

Funkcija arkus tangens je inverzna funkcija funkcije tangens, ki preslika interval (—oo, 00)

na interval (—%, %) :

arctanz = f(z), ¢e je tan f(z) =z in f(z) € (—E E)

5t totk

Narisite graf funkcije arkus tangens.
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77 Kroznica

Povejte geometrijsko definicijo kroZnice in izpeljite enatbo kroZnice s polmerom
r in s sredis¢em v tocki S(p, q)-

KroZnica je mnozica tock v ravnini, ki so enako oddaljene od neke vnaprej izbrane tocke.
Ta oddaljenost se imenuje polmer, tocka pa sredisce.

Izpeljimo enacbo kroznice. Polmer oznacimo z r, sredisée pa naj bo v tocki S(p, ¢). Iséemo
tocke T'(z,y), ki so za r oddaljene od S(p, q).

Naj bodo A, D, E in F realna Stevila in naj bo A # 0. Katere mnoZice tock v
ravnini lahko predstavlja enatba Az? + Ay? + Dz + Ey + F = 07

Enacba lahko predstavlja kroznico, tocko ali prazno mnoZico.

Analizirajte, za katera realna Stevila a in b enatba 72 + 3% + 2ax +2by + 4 = 0
predstavlja kroZnico.

Enacbo preoblikujemo v

(z+a)?+@y+b)?=a®+0* -4

Enagba predstavlja kroznico, ¢e je a® + b2 —4 > 0.
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78 Elipsa

Povejte geometrijsko definicijo elipse.
Elipsa je mnozica tock v ravnini, za katere je vsota razdalj od dveh vnaprej izbranih tock

Povejte enacbo elipse s sredis¢em v koordinatnem izhodi$¢u in enacbo elipse
s sredis¢em v tocki S(p,q). V obeh primerih naj bosta osi elipse vzporedni
koordinatnima osema.

Enacba elipse v srediséni legi je

Enagba elipse, ki ima sredis¢e v tocki S(p, q) in osi vzporedni koordinatnima osema, je

@—p* -9 _

72 %) 1.

Naj bodo A,C, D, F in F realna Stevila in naj bo A-C > 0. Katere mnoZice
totk v ravnini lahko predstavlja enatba Az? + Cy? + Dz + Ey + F = 07

Enacba lahko predstavlja elipso (v primeru A = C kroZnico), tocko ali prazno mnozico.
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79 Hiperbola

Povejte geometrijsko definicijo hiperbole.

Hiperbola je mnoZica tock v ravnini, za katere je razlika razdalj od dveh vnapre] izbranih

PRV

Povejte enatbo hiperbole s sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u in enacbo
hiperbole s sredis€em v to¢ki S(p,q). V obeh primerih naj bosta osi hiperbole
vzporedni koordinatnima osema.

Enagba hiperbole s srediséem v koordinatnem izhodi¢u, pri Cemer sta osi hiperbole vzpo-

redni koordinatnima osema, je
22 2
o= ke S il
a b

Enaéba hiperbole s sredis¢em v S(p, q) je

2

(z=p?* W—q

. = +1.
a? b

Ce je predznak na desni strani enacbe +, sta goris¢i na vodoravni osi, ¢e pa je predznak
na desni strani enacbe —, sta gorig¢i hiperbole na navpi¢ni osi.

Naj bodo A,C,D,F in F realna stevila in naj bo A-C < 0. Katere mnoZice
totk v ravnini lahko predstavlja enatba Az? + Cy? + Dz + Ey + F = 0?

Enacba lahko predstavlja hiperbolo ali dve premici.
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80 Parabola

Povejte geometrijsko definicijo parabole.

Parabola je mnozica tock v ravnini, ki so enako oddaljene od neke vnaprej izbrane premice
in neke vnaprej izbrane tocke. To premico imenujemo vodnica, to¢ko pa gorisée.

Povejte enatbo parabole, ki ima teme v tocki T'(r,d), njena os simetrije pa
je vzporedna abscisni osi. lzraCunajte goris€e in enacbo premice vodnice te
parabole.

Enacba parabole s temenom v to¢ki T'(r, d), katere os simetrije je vzporedna abscisni osi,
je
(y—d)* = 2p(z —7),

kjer je p parameter parabole.

V srediséni legi, kjer je teme v tocki 77(0,0), je goriste parabole F'(§,0), enadba premice
vodnice pa z = —&. Ce parabolo vzporedno premaknemo tako, da bo teme nove parabole v
tocki T'(r, d), izratunamo goridce premaknjene parabole tako, da abscisi prvotnega goriséa.
pristejemo r, ordinati priStejemo d in dobimo tocko

F(I—27+r,d).

Vodnica je navpicnica, zato se premakne samo v smeri z, in sicer za r. Ena¢ba vodnice

premaknjene parabole je tako

p
T=—=+4r
D) T

Naj bodo A,C,D,E in F realna Stevilainnajbo A=0inC # 0 ali C =0 in
A # 0. Katere mnoZice totk v ravnini lahko predstavlja enaéba
A2 + Cy* + D+ Ey+ F = 0?

Enacba lahko predstavlja parabolo, katere os je vzporedna bodisi osi z bodisi osi y, dve
navpiéni premici, (dvakrat §teto) navpi€no premico, dve vodoravni premici, (dvakrat Steto)
vodoravno premico ali prazno mnoZzico.
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81 Zaporedja

%% Definirajte zaporedje. Kaj je graf zaporedja?

~ | NajboA=Nali A=1{1,2 ... n}. Potem funkcijo f : A — R imenujemo zaporedje. Z
drugimi besedami, zaporedje je funkcija, ki iz naravnih stevil slika v realna Stevila.

f(n) = a, imenujemo splosni &len zaporedja.
Graf zaporedja s splosnim &lenom ay, je T'q, = {(n,as);neNaline {1,2 ... m},me N}.

Zaporedja so lahko konéna ali neskonéna.

% Kdaj je zaporedje monotono in kdaj omejeno?

Zaporedje je monotono, ¢e je naras¢ajoce ali padajoce. Zaporedje je naraicajoce, ¢e za
vsak n € N velja any1 > an. Zaporedje je padajoce, &e za vsak n € N velja any1 < ap.

Zaporedje je omejeno, &e je hkrati omejeno navzgor in navzdol. Zaporedje je navzgor
oziroma navzdol omejeno, e ima kaksno zgornjo oziroma spodnjo mejo. Stevilo M € R je
zgornja meja zaporedja, ¢e za vsak n € N velja, da je a, < M. Stevilo m € R je spodnja
meja zaporedja, ¢e za vsak n € N velja, da je a, = m.

Kdaj je zaporedje konvergentno in kdaj divergentno?

Zaporedje je konvergentno, &e je neskontno in ima limito, oziroma divergentno, e
nima limite.

St. tobk

Povejte primer konvergentnega in primer divergentnega zaporedja.

— Primer konvergentnega zaporedja: a,, = %

Primer divergentnega zaporedja: a, = n.
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82 Aritmeti¢no zaporedje

Definirajte aritmeti¢no zaporedje in povejte njegov splosni &len.

Zaporedje je aritmetiéno, ¢e je razlika dveh sosednjih ¢lenov konstantna, kar zapiSemo
Qp+1—an = d za vsak n € N. Stevilo d je diferenca zaporedja. Sploéni ¢len aritmeti¢nega
zaporedja je an = a1 + (n — 1)d, kjer je ay prvi ¢len zaporedja.

Podajte primer padajocega aritmeticnega zaporedja.

Primer padajotega aritmeti¢nega zaporedja: 3,2,1,0 ...

Kako izracunamo vsoto prvih n €lenov aritmeti¢nega zaporedja, e poznamo
prvi €len in diferenco? Trditev dokaZite.

Naj bo a; prvi ¢len tega zaporedja in d diferenca. Potem vsoto prvih n élenov aritmeti¢nega
zaporedja izra¢unamo kot

S, = g(al +a,) = g(2a1 + (n —1)d).

DokAz.
Sp=a1+ag+- - +an_1+ap
28, =n-(2a1 + (n—1)d)
o= g(2a1 + (n —1)d)

O

DokaZite, da je zaporedje (a;) aritmeti¢no natanko tedaj, ko je za poljubno
naravno Stevilo n aritmeti¢na sredina ¢lenov a,, in a,,, enaka a, .

Ker dokazujemo ekvivalenco, moramo trditev dokazati v obe smeri.

Najprej predpostavimo, da je zaporedje (ax) aritmeti¢no. Potem je aritmeti¢na sredina
¢lenov a,, in ap4o enaka

an +ania _ an+an+2d  2(an +d)

e - L =antd=ans.

Naj bo zdaj aritmeticna sredina ¢lenov a,, in a2 nekega zaporedja enaka a, 1 za poljubno
naravno Stevilo n. Potem velja,

T 5 T Ontl

G + Gpi2 = 2ap41
An+2 — Gpyl = Gp+l — Ap,

kar z drugimi besedami pomeni, da je razlika (diferenca) med poljubnima dvema zapore-
dnima ¢lenoma tega zaporedja enaka, kar pa ustreza definiciji aritmetiénega zaporedja in
dokaz je koncan. O
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83 Geometrijsko zaporedje

Definirajte geometrijsko zaporedje in povejte njegov splosni &len.
Zaporedje je geometrijsko, ¢e je koli¢nik dveh zaporednih élenov konstanten, kar zapisemo

a—g:—I = k. Stevilo k je koliénik zaporedja, pri emer k # 0.

Ce z a; oznagimo prvi ¢len zaporedja in s k koliénik zaporedja, splosni &len izrazimo kot

an = a k™ L.

Kako izratunamo vsoto prvih n &lenov geometrijskega zaporedja, te poznamo
prvi Elen in kolicnik? Kako izratunamo to vsoto, &e je koli¢nik enak 1? Trditvi
dokatZite.

Naj bosta a; in k zaporedoma prvi ¢len in koliénik geometrijskega zaporedja.
Ce k + 1, vsoto prvih n ¢lenov izra¢unamo po formuli

k" -1
k—1"

Dokaz. Naj bo Sy, vsota prvih n &lenov geometrijskega zaporedja. ZapiSemo lahko:
Sp=a1+ak+-+a k"L
Enacbo mnozimo s k, dobimo
kS, = aik + a1k + - -+ + ark".
Ce zgornji enagbi odstejemo, dobimo
Sp(k—1) = a1k™ — a1,
od koder izrazimo

kKt —1
k—1"

Ce je k = 1, je vsota prvih n Elenov zaporedja enaka

Sn =naj.
Dokaz. Ceje k = 1, so vsi ¢leni geometrijskega zaporedja enaki a1. Vsoto n ¢lenov
takega zaporedja izra¢unamo kot

Sp=a1+a;+---+a =na.
o e =
n-krat
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Naj bo (ax) zaporedje s pozitivnimi &leni. Dokazite, da je (a;) geometrijsko
zaporedje natanko tedaj, ko je za poljubno naravno stevilo n geometrijska
sredina €lenov a, in a, ., enaka a, 1.

Dokaz. Ker dokazujemo ekvivalenco, moramo trditev dokazati v obe smeri.

Najprej predpostavimo, da je (ar) geometrijsko zaporedje. Ker so vsi ¢leni zaporedja
pozitivni, lahko geometrijsko sredino ¢lenov ay, in a9 izrazimo kot

A/Anln42 = \/an cank? = '\/(ank)Q = ank = anq1-
Ker sta a, in an,42 enako predznagena, je njun zmnozek vedno pozitiven.

Naj bo zdaj geometrijska sredina ¢lenov zaporedja a, in a, 2 enaka a,,1 za poljubno
naravno Stevilo n. Potem velja

-\,’fafn *On+t2 = Gnt1

2
Gnln+2 = Gpyq
an4+2  Gn+l
— )

Gn+1 an

kar z drugimi besedami pomeni, da je kolicnik med dvema poljubnima zaporednima
¢lenoma tega zaporedja enak, kar pa ustreza definiciji geometrijskega zaporedja in do-
kaz je koncan. O
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84 Geometrijska vrsta

Kaj je vrsta? Kdaj je vrsta konvergentna in kdaj divergentna? Kaj je vsota
konvergentne vrste?

Vrsta je vsota Clenov nekega zaporedja.

Vrsta je konvergentna, ¢e obstaja limita zaporedja delnih vsot Sp, 82,53 ... Sy ..., ko
gre n v neskonénost.

Vrsta je divergentna, ¢e ni konvergentna.

Vsota konvergentne vrste je definirana kot

S = lim 5,.

n—0o0

Definirajte geometrijsko vrsto. Kako ugotovimo, ali je geometrijska vrsta kon-
vergentna?

Geometrijska vrsta je vsota zaporednih ¢lenov geometrijskega zaporedja.

Geometrijska vrsta je konvergentna, kadar za koli¢nik zaporedja velja 0 < |k| < 1.

Kako izratunamo vsoto konvergentne geometrijske vrste, e poznamo prvi €len
in kolicnik? Trditev dokazite.

Neskonéna geometrijska vrsta je konvergentna natanko tedaj, ko je —1 < k < 1,k # 0.
Njena vsota je tedaj enaka S = 12, kjer je a; prvi clen, k pa koli¢nik zaporedja.

Pri dokazu izhajamo iz definicije vsote konvergentne vrste:

n— . R
S = lim S, = lim e ) —— (=1 4

n=>a0 k—1 k—1 1-k

pri cemer smo upostevali, da ¢e je —1 < k < 1, velja lim,, .o k™ = 0. Hkrati pa tudi k # 0,
saj sicer vrsta sploh ni geometrijska.
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85 Obrestni racéun

Opisite osnovne pojme obrestno obrestnega racuna: glavnica, obresti, obresto-
valni faktor, kapitalizacijsko obdobje.

Glavnica (oznaka: G) je denarni znesek, ki ga na banko polozimo (vloga) ali si ga od
banke izposodimo (dolg).

Obrestna mera (oznaka: p) je odstotni delez, na podlagi katerega nam banka pripisuje
obresti.

Obresti (oznaka: o) so denarni znesek, ki nam ga banka na podlagi obrestne mere pripise
ob koncu vsake obrestovalne dobe.

Kapitalizacijsko obdobje je ¢asovni interval, ob koncu katerega nam banka vsakic
pripiSe obresti. Stevilo kapitalizacijskih obdobij oznaéimo z n.

Opisite primer varéevanja na banki, ki uporablja obrestno obrestovanje z letnim
pripisom obresti. Kako izracunamo vi$ino privaréevanega zneska?

Naj bo n stevilo kapitalizacijskih obdobij (let) p letna obrestna mera in G glavnica, ki jo
polozimo na racun na zacetku. ViSino privarcevanega zneska pri obrestnem obrestovanju
z letnim pripisom obresti izraGunamo kot

anG-rnzG-(1+%)n‘

Opisite primer obro¢nega odplagevanja posojila na banki, ki uporablja obrestno
obrestovanje z letnim pripisom obresti. Kako izra¢unamo vi$ino obroka?

Naj bo n stevilo kapitalizacijskih obdobij (let), naj bo G glavnica, ki si jo izposodimo na,
zaCetku, r obrestovalni faktor in ¢ anuiteta (visina obroka). Potem moramo do konca n-
tega kapitalizacijskega obdobja banki vrniti Gr™ denarja. V skladu z naéelom ekvivalence
glavnic lahko denarne zneske primerjamo le, ¢e jih prerac¢unamo na isti ¢asovni trenutek. V
skladu s tem dejstvom primerjamo vsoto vrednosti anuitet po n kapitalizacijskih obdobjih:
atar+ar’+-- far" = 9(7'——)1
r—1
pri ¢emer upostevamo formulo za vsoto geometrijskega zaporedja. Dobljeni izraz enadimo
z Gr™ in izrazimo anuiteto.

Grn_a[r"—l)
r—1

Ny _

a:GT‘ (r—1)
rm—1
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86 Odvod

‘ St otk 5 Definirajte odvod funkcije v dani tocki in opiSite njegov geometrijski pomen.
2
| Odvod funkcije f v tocki zg je limita diferenénega koliénika, ko gre h proti 0.
. flzg+h) — f(xo)
/ _ ; i
fi(wo) = )Izl—r>r(l) h
f/(z0) je smerni koeficient tangente na graf funkcije f v z = xo.
e | Podajte primer funkcije in tocke, v kateri je funkcija odvedljiva, in po definiciji
2 | odvoda izracunajte njen odvod v izbrani tocki.
Po definiciji izratunajmo odvod funkcije f s predpisom f(z) = 22 v totki z = 2.
(24 k) — £(2) 2+ h)? — 22 4+4h +h2 -4
£(@) = lig 22EM =5 _ o PHEF—E . AR any =4
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
— St teik

| Naj bo funkcija f odvedljiva v tocki z;. Kako izratunamo enacbo tangente na
1 graf funkcije f v totki .

Naj bo odvod funkcije f v tocki o enak f'(zg). Enacbo tangente na graf funkcije f v tocki
zg dolo¢imo tako, da najprej izracunamo vrednost f(zg), da dobimo to¢ko T (zo, f(x0)),
skozi katero poteka tangenta na graf. S pomoc¢jo koordinat te tocke in smernega koeficienta
tangente, ki je enak vrednosti odvoda funkcije v tej tocki, k& = f/(zg), lahko enacbo
tangente na graf v tocki zg dolo¢imo kot

y — f(zo) = f'(x0)(x — o)
y = f'(zo)z + f(z0) — 2o f' (20).

St otk Naj bo funkcija f odvedijiva v totki z; in naj bo f'(z,) # 0. Kako izratunamo
1 . enacbo normale na graf funkcije f v to€ki z,?

Naj bo vrednost odvoda funkcije f v tocki T (zo, f(xo)) enaka f'(zp). Potem je smerni
koeficient normale na graf funkcije f v dani tocki enak —m. Nato lahko ena¢bo normale
na graf v tocki zg dolo¢imo kot

y — Flwo) = —ﬁ(z ud)
x 0
ve o f’(xo) - f(wO) - .f’l:ﬁfiu)-
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87 Lokalni ekstremi

Definirajte lokalni maksimum in lokalni minimum funkcije.

Funkcijska vrednost f (zp) je lokalni minimum funkcije, &e obstaja taka okolica o¢(zo),
da za vsak z € o.(zo) velja f(z) = f(=zo).

Funkcijska vrednost f (zo) je lokalni maksimum funkcije, ¢e obstaja taka okolica o¢(zg),
da za vsak z € o.(z0) velja f(z) < f(zo).

Naj bo f : R — R odvedljiva funkcija. Kako s pomodjo prvega odvoda ugoto-
vimo, ali ima funkcija f v tocki xy lokalni ekstrem?

Vemo, da tam, kjer je odvod negativen, funkcija pada, kjer je pozitiven, pa naraSca.
Funkcija ima v tocki xq torej lokalni minimum, ¢e je levo od zg odvod negativen, desno
pa pozitiven, in lokalni maksimum, ée je levo od zg odvod pozitiven, desno pa negativen.

Z drugimi besedami, funkcija ima v stacionarni tocki xg ekstrem, e v tej tocki odvod
spremeni predznak.

Naj bo f : R — R dvakrat odvedljiva funkcija in z, njena stacionarna tocka.
Kako s pomocjo drugega odvoda ugotovimo, ali ima funkcija f v tocki z, lokalni
ekstrem?

Ce v stacionarni tocki xg za drugi odvod funkcije velja f”(xp) > 0, je stacionarna tocka
lokalni minimum.

Ce v stacionarni tocki zg za drugi odvod funkcije velja f"(zo) < 0, je stacionarna tocka
lokalni maksimum.
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88 Ekstremi

Definirajte globalni maksimum in globalni minimum funkcije.
Funkcijska vrednost f(zo) je globalni maksimum funkcije f na mnozici A < Dy, &e za
vsak x € A velja: f(z) < f(zo). Retemo, da je globalni maksimum f(zg) dosezen pri xg.

Funkcijska vrednost f(zo) je globalni minimum funkcije f na mnozici A € Dy, &e za
vsak z € A velja: f(z) > f(zo). Retemo, da je globalni minimum f(zo) doseZen pri zo.

Opisite postopek za iskanje globalnih ekstremov odvedljive funkcije, definirane
na zaprtem intervalu.

Globalne ekstreme na intervalu [a, b] pois€emo teko, da dolo¢imo stacionarne toéke, in sicer

intervala (torej v a in b) izratunamo funkcijske vrednosti. Najvedja od teh funkcijskih
vrednosti je globalni maksimum, najmanjsa pa globalni minimum funkcije na tem zaprtem
intervalu.

Povejte primer funkcije, katere globalni minimum je enak njenemu globalnemu
maksimumu.

Funkcija f : R — R s predpisom f(z) = 0 ima na intervalu (—o0, o) globalni maksimum
enak 0 in globalni minimum enak 0. Torej je globalni maksimum funkcije enak njenemu
globalnemu minimumu, in sicer 0.

Povejte primer omejene funkcije, ki nima globalnega maksimuma.

Funkcija f : R — R s predpisom f(z) = arctanz je omejena, saj ima zgornjo mejo M = o
in spodnjo mejo m = —7F, hkrati pa na intervalu (—oo,00) nima globalnega maksimuma.
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89 Odvod

Naj graf odvedljive funkcije f seka abscisno os v to¢ki T'(xg,0). Povejte defini-
cijo kota a med grafom funkcije f in abscisno osjo v tocki 7. Kako izratunamo
kot o, €e poznamo f'(zy)?

Kot a med grafom funkcije f in abscisno osjo v to¢ki T je kot med tangento na graf
funkcije v tocki T' in pozitivnim poltrakom abscisne osi.

Ce je f' (zo) > 0, graf funkcije oklepa oster kot s pozitivnim poltrakom abscisne osi,
izra¢unamo pa ga kot
a = arctan f'(zo).

Ce je f'(z0) < 0, pa graf funkcije oklepa s pozitivnim poltrakom abscisne osi topi kot. V
tem primeru kot izra¢unamo kot

a = arctan f'(zg) + 7.

Naj se grafa odvedljivih funkcij f in g sekata v totki T'(xg, o). Povejte definicijo
kota ¢ med grafoma funkcij f in ¢ v tocki 7. Kako izratunamo kot o, &e
poznamo f'(xg) in ¢'(zo)? Kdaj sta grafa pravokotna?

Kot ¢ med grafoma f in ¢ je kot med tangentama na grafa teh funkcij v njunem preseciséu
T. Kot izra¢unamo po obrazcu:

f'(@0) — g'(=0)

= arctan i
v 1+ f'(z0)'(zo)

Grafa funkcij f in g sta v tocki zg pravokotna, ¢e velja f'(zg) = —m.

Povejte primer odvedljive funkcije f : R — R, katere graf seka abscisno os v
tocki 7'(1,0) pod kotom 45°.

Primer take funkcije je funkcija f : R — R s predpisom f(z) =z — 1.
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90 Nedoloceni integral

Definirajte nedoloceni integral funkcije.

Nedoloéeni integral funkcije f je mnozica vseh primitivnih funkcij funkcije f.

Primitivna funkcija funkcije f je taka funkcija F, da velja F'(z) = f(z) oziroma
dF = f(z)dz.

Nedoloceni integral funkcije f je torej
J f(@)dz = F(z) + C,

pri ¢emer je C' e R.

Povejte pravili za integriranje vsote funkcij in za integriranje produkta funkcije
s konstanto.

Integral vsote funkcij je enak vsoti integralov funkcij:
| @) + 9@ da = [ @) o+ [ glw)a.
Integral produkta funkcije s konstanto je enak produktu konstante z integralom funkcije:

fkf(:c)dm - kff(x)dm, za keR.

Na primeru opisite metodo uvedbe nove integracijske spremenljivke pri racunanju
nedoloéenega integrala.

Z metodo uvedbe nove spremenljivke bomo izracunali nedoloceni integral § (:1:3 + 1) %22 dz.
Uvedemo spremenljivko u = 2% + 1 tako, da iz sestavljene funkcije naredimo osnovno
potenéno funkcijo u®, katere nedoloeni integral poznamo. Zamenjati pa moramo tudi
diferencial spremenljivke z z diferencialom nove spremenljivke u, saj integriramo po spre-
menljivki u. Slednjo enakost diferenciramo in dobimo du = 322 dz. Sledi

1 1 b (:I?3+ljﬁ
3—}-152 ———J Sdu == — = 7 4+ C.
J(m ) x°dx 3 u” du 36 +C 13 +
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91 Nedoloceni integral

Naj bodo a,b, k in 7 poljubna realna Stevila.
Izratunajte {z" dz (tako za r # —1 kot za r = —1).

Ce r # —1, velja

V primeru r = —1 velja
fx_l dz =Injz| + C.
Izratunajte {a® dz.

X
Jaxdx=a—+0

Ina

Povejte formulo za integracijo z metodo integracije po delih (per partes).

Formula za integracijo z metodo integracije per partes je
Ju(:c) ' (z)dz = u(z) - v(z) — fu'(m) -v(z) dz.
Slednje lahko zapiSemo tudi z diferenciali kot

fu(sc) -dv = u(z) - v(z) — fv(:c) du.

Metodo integracije po delih razloZite na primeru.

Z metodo integracije per partes izratunajmo { z sinz dz. Uvedemo u(z) = z in v/(z) = sinz.
Sledi v/(z) = 1 in v(z) = — cosz. Od tod imamo

Jmsin:z:da: = —xcosx—fl -(—cosz)dz = —xcosx+fcosmdx = —zcosz +sinz + C.
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92 Doloceni integral

Skicirajte lik, ki ga na intervalu [a,b] omejujejo graf zvezne pozitivne funkcije
2 f, abscisna os ter premici £ = a in z = b. Kako izratunamo ploscino tega
P krivotrtnega lika?

a b z

Ploséino tega krivoértnega lika izracunamo kot doloCeni integral funkcije f v mejah od a
do b:

S Lbf(a:) dz.

— St tolk

Naj bo f : R — R liha zvezna funkcija in a pozitivho realno Stevilo. Koliko je
2 §* f(z)dz? Utemeljite odgovor.

Graf lihe funkcije je simetricen glede na koordinatno izhodisce. Zato sta absolutni vredno-
sti dolo¢enih integralov na pozitivnem in negativnem delu osi z enaki, nedolo¢ena integrala
pa sta zaradi lihosti nasprotno predznacena, zato je njuna vsota enaka 0.

’ flz)dxe =0
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2

Krivotrtni lik, ki ga z abscisno osjo na intervalu [a,b], dolo¢a graf zvezne
pozitivne funkcije f, zavrtimo okoli abscisne osi za 360°. Narisite skico. Povejte
formulo za prostornino nastalega rotacijskega telesa.

Formula za prostornino nastalega rotacijskega telesa je

b
V= WJ (f(z))? dz.
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93 Doloceni integral

Naj bo f: [a,b] — R zvezna funkcija. Pojasnite geometrijski pomen doloenega
integrala funkcije f na intervalu [a, b].

Absolutna vrednost dolotenega integrala zvezne funkcije f na intervalu [a,b] je enaka
ploscini lika, omejenega s krivuljo y = f(z) in abscisno osjo na intervalu [a, b].

St totk . v . . “ e . o .
o Povejte zvezo med dologenim in nedolo&enim integralom (Newton-Leibnizeva

2 | formula). Navedite primer.

Naj bo f definirana in zvezna na intervalu [a, b] in naj bo F(z) njena primitivna funkcija.

Potem je
b

b
f f(@)dz = F(z)| = F(b) — F(a).

a

Na primeru razloZite metodo uvedbe nove spremenljivke pri ratunanju dolotenega
3 ‘ integrala.

Izracunajmo doloceni integral funkcije f(z) = sin(6z) v mejah od 0 do 7 z uvedbo nove
spremenljivke.

Uvedemo novo spremenljivko u = 6z, sledi du = 6dz. Pri tem se v skladu z uvedeno
spremenljivko meje integracije spremenijo: spodnja meja je enaka 6 - 0 = 0, zgornja pa
6 - m = 67r. Dobimo

d 1 (o 1 20
J sin(6z) dz = —j sinudu = —<cosu| = —=(cosbr —cos0) = 0.
i 6 Jo 6 Y|, 6

128




‘ St. totk

‘- St. totk

~ St tolk

St. totk

94 Kombinatorika

Povejte osnovni izrek kombinatorike.

Naj nek proces izbiranje poteka v k fazah, pri ¢emer imamo v 1. fazi n; moznosti, v 2. fazi
ng moznosti ...in v k-ti fazi ngy moznosti izbire. Pri tem je izbor v vsaki fazi neodvisen
od izborov v vseh prejénjih fazah. Potem je vseh moznih izborov v tem procesu

N=nj; -no-ng- ... -ng.
Uporabo osnovnega izreka kombinatorike razloZite na primeru.
Sasa ima na voljo 5 razliénih enodelnih uhanov, 4 bluze razli¢nih barv in 3 vrste hlag. Ce
se pozvizga na barvne kombinacije, si lahko uhan, bluzo in hlace nadene na
54 -3 = 60 nacinov.
Povejte pravilo vsote.

Denimo, da imamo pri nekem izbiranju na voljo n; elementov prve mnozice, ny elementov
druge mnozice ... ng elementov k-te mnoZice, pri ¢emer so izbori elementov teh mnozic
nezdruzljivi. Potem je moznih izborov pri tem zbiranju:

N=n;+ng+- -+ ng.
Uporabo pravila vsote razloZite na primeru.
Domen se prehranjuje nadvse nezdravo. Na vecerjo se vsak dan odpravi ali v bliznjo
pekarno ali v burgerijo ali v picerijo. V pekarni izbira med 3 razli¢nimi vrstami burekov,

v burgeriji izbira med 4 razli¢nimi vrstami burgerjev, v piceriji pa izbira med 6 razlicnimi
picami. Vecerjo si lahko zrezira na

3+ 4+ 6 = 13 nacinov.

Povejte pravilo vkljuéitev in izkljucitev za dve mnozici ter ga razlozite na pri-
meru.

Mo¢ unije dveh mnozZic izracunamo tako, da od vsote moé&i unij posameznih mnoZic
odstejemo mo¢ presek teh mnozic.

|AuB|=|Al+|B|—|AnB|

V oddelku 4. a neke menda elitne gimnazije 15 dijakov obiskuje matematicni krozek in 20
dijakov obiskuje fizikalni krozek. 9 dijakov obiskuje oba krozka. Vsak dijak obiskuje vsaj
en krozek. Iz nacela vkljucitev in izkljucitev za dve mnozice ugotovimo, da je v razredu
20 + 15 — 9 = 26 dijakov.

Povejte pravilo vkljucitev in izklju€itev za tri mnoZice.

Mo¢ unije treh mnozic izracunamo tako, da od vsote moci posameznih mnoZzic odstejemo
modi presekov posameznih parov mnozic in priStejemo moé preseka vseh treh mnozic.

JAuBUC| = |Al+B|+|C|—|AnB|—|BnC|—[BnC|+|AnBnC(]
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95 Permutacije

St otk

| Koliko je vseh bijektivnih funkcij iz konéne mnoZice A nase?

| Naj bo n mo¢ mnozice A. Potem je Stevilo vseh bijektivnih preslikav iz mnozice A samo

nase enako
nl=n-(n—1)-(n—2)- ... -2-1

v Povejte primer konéne mnozice A in bijektivne funkcije iz A v A.

Naj bo A = {1,2,3}. Funkcija f: A — A s predpisom f(z) = z je bijektivna.

©% 1 Kaj so permutacije brez ponavljanja in koliko jih je?

O permutacijah brez ponavljanja govorimo, kadar Zelimo vse elemente neke mnozice
razvrstiti v eno vrsto. Pri tem vsak element uporabimo natanko enkrat in razlikujemo
med vsemi temi elementi.

Permutacij brez ponavljanja je P, = n!l.

St. totk

1

Povejte primer permutacije brez ponavljanja.

Pet dijakov je pri matemati¢nem testu prepisovalo. Novopeceni profesor Jakob Jurij jim po
pravilniku ne sme dodeliti nezadostne ocene, zato sklene, da bo naslednji teden, ko imajo
na urniku 5 ur matematike, vsako uro ustno ocenil enega od dijakov, pri Cemer bo vsakega
dijaka ocenil natanko enkrat. Profesor Jakob Jurij lahko v koledarcek v redovalnici dijake
za ustno ocenjevanje vpise na

Ps; = 5! =120 nacinov.

- 5t, totk

1

Kaj so permutacije s ponavljanjem in koliko jih je?

O permutacijah s ponavljanjem govorimo, kadar Zelimo vse elemente neke mnozice
razvrstiti v vrsto, pri tem pa med nekaterimi elementi te mnozice ne lo¢imo oziroma jih
smatramo za enake.

Permutacij s ponavljanjem je

phikz o ke _ n!
T o 1]
kil kol - oo k!

pri ¢emer je ki + ka + -+ k, = n.

St. totk -

1

Povejte primer permutacije s ponavljanjem.

Jus ima 15 po obliki enakih plisastih koz, od tega 4 modre, 5 rdecih in 6 zelenih. V vrsto

jih lahko postavi na
15!

——— nacinov,
41- 5! 6!
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96 Variacije

Naj ima mnoZica .A mo¢€ r, naj ima mnoZica B mo& n in naj bo r < n. Koliko
je vseh injektivnih funkcij iz mnoZice A v mnozico B7?

Injektivnih preslikav iz mnozice A v mnozico B je

(n—r)’

Naj bosta A in B konéni mnozici. Koliko je vseh funkcij iz mnoZice .4 v mnozZico
B?
Naj bo r mo¢ mozice A in n mo¢ mnozice B. Vseh funkcij iz mnozice A v mnozico B je

n’.

Kaj so variacije brez ponavljanja in koliko jih je?

Pri variacijah brez ponavljanja lahko na r prostih mest razporedimo le r od n razliénih
elementov.

Stevilo variacij brez ponavljanja je

- n!

" (n—r)

Kaj so variacije s ponavljanjem in koliko jih je?

Pri variacijah s ponavljanjem lahko na vsako izmed r prostih mest razporedimo kate-
regakoli izmed n elementov

Stevilo variacij s ponavljanjem je
Pyr = n.
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97 Kombinacije

Kaj je binomski simbol in kako izratunamo njegovo vrednost?

Imejmo mnozico A z n elementi. Stevilo podmnozic mnozice A z mocjo r oznacimo z (:f)
Ta simbol imenujemo binomski simbol. Njegovo vrednost izracunamo po formuli

ny n!
r)  rl(n— )l

pri cemer jen!=n-(n—1)-(n—2)- ... -2-1

Opisite vsaj tri lastnosti racunanja z binomskimi simboli.

Za nenegativni celi Stevili n in 7, n = r, velja:

1 Stevilo podmnozic z n — 1 elementi je n,

s

(8) =1 podmnozica z mocjo 0 je ena sama, to je prazna mnozica,
(1) =n stevilo podmnozic z enim elementom je 7,

ny _ ({n . oS

(T) = (n_r) simetriénost,

(Z) =1 n elementov ima ena podmnozica,

( n

=n
Z ) = (?j:ll) aditivnost.

/—\

Kaj so kombinacije brez ponavljanja in koliko jih je?

Kombinacija brez ponavljanja reda k iz n elementov dane konéne mnozice z mogjo n
je podmnozica z mocjo k.

O kombinacijah brez ponavljanja govorimo v primerih ko izbore razlikujemo le po tem,
katere elemente vsebujejo, vrstni red elementov v izboru pa ni pomemben.

Kombinacij brez ponavljanje je

Za nenegativni celi Stevili n in r, kjer je r < n, opisite zvezo med Steviloma V"
in C.

Stevilo vseh variacij brez ponavljanja reda r iz n elementov je ravno toliksno, kot je stevilo
kombinacij brez ponavljanja reda r iz n elementov, pomnozenih s Stevilom permutacij
elementov v posamezni kombinaciji, to je r!.

VI =Cr .l
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08 Binomski izrek

Povejte binomski izrek.

Naj bo n € Nu {0} in a,b € R. Potem lahko izraz (a + b)" razvijemo kot

n_ (™) n0 Y n-1;1 Y n-2;2 n 1pn—1 Y opn
(a + b) —(O)ab-l-(l)a b+<2)a b + —i—(n_l)ab +<n)ab.

Mot mnozice A je n. Koliko je mo€ potenéne mnoZice mnoZice A? Dokazite.

Naj bo A mnozica z n elementi. Potem ima njena potencna mnozica moc 2".

Dokaz. Izrek bomo dokazali na dva nagina. Imejmo mnozZico z n elementi. Potencna
mnozica je mnoZzica vseh podmnozic dane mnozice.

Na¢in 1. Pri izbiranju razlicnih podmnozic preidemo vse elemente in se pri vsakem
odlo¢imo, ali ga v mnoZzico vklju¢imo ali ne. Za to imamo 2 moznosti. To pomeni, da je
skupno podmnozic enako

2.2.2. ... -2=2™
-
n-krat

O
Nagin 2. V mnotzici z n elementi je (8) = 1 podmnozica z 0 elementi, (711) = n podmnozZic

z 1 elementom, (g) podmnozic z 2 elementoma ... (nfl) = n podmnozic z n — 1 elementi

in (Z) = 1 podmnozica z n elementi. Po binomskem izreku velja:

0 () r () (1)« () =orar =

Opisite povezavo med binomskim izrekom in Pascalovim trikotnikom.

Na spodnjih slikah je del Pascalovega trikotnika.

n=>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=23 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==6 1 6 15 20 15 6 1

Koeficienti v (n + 1)-ti vrstici Pascalovega trikotnika so enaki koeficientom v razvoju
dvoélenika (a + b)™.
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Opisite vsaj dve lastnosti binomskih koeficientov v Pascalovem trikotniku.

a) Vsaka vrstica se zatne in konca z 1, saj velja:

)12 )

b) Trikotnik je simetri¢en glede na navpiénico skozi njegov vrh.

V n-ti vrstici je k-ti simbol z leve (Z:}), k-ti simbol z desne pa je (Z:,lc), Velja

o) - (o)

¢) Poljuben simbol v (n + 1)-ti vrstici je enak vsoti simbolov, ki sta vrstico vi§je tik
nad njim levo in desno.

sajjek—1+n—k=n—1.

k-ti simbol v (n + 1)-ti vrstici je (,",), vrstico vigje nad njim sta (Z:;) in ('lz:i)

Res velja (aditivnost):
n _(n—1 L n—1
k—1) \k-—2 k—1)
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99 Verjetnostni racun

Pojasnite osnovne pojme verjetnostnega racuna:

Poskus in dogodek (slu€ajni dogodki, nemogoti in gotovi dogodki, elementarni
dogodki, sestavljeni dogodki).

Poskus je opazovanje, merjenje ali izvajanje nekega pojava.

Dogodek je pojav, ki se ob neki ponovitvi poskusa zgodi ali pa tudi ne.

Gotov dogodek (oznaka: G) je dogodek, ki se zgodi v vsaki ponovitvi poskusa.
Nemogo¢ dogodek (oznaka: N) je dogodek, ki se ne zgodi v nobeni ponovitvi poskusa.

Sluéajni dogodek (oznaka: A, B, C ...) je dogodek, ki se v nekaterih ponovitvah poskusa
zgodi, v drugih pa spet ne.

Elementarni dogodki nekega poskusa so vsi tisti dogodki pri tem poskusu, ki jih ne
moremo zapisati kot vsoto dveh ali ve€ razli¢nih nezdruzljivih dogodkov.

Iz elementarnih dogodkov z operatorji tvorimo sestavljene dogodke.

Vzorcni prostor.

Vsi elementarni dogodki nekega poskusa skupaj tvorijo vzoréni prostor tega poskusa.

Popoln sistem dogodkov poskusa.

Popoln sistem dogodkov poskusa je tak nabor mogocih dogodkov A1, A ... A,, da
zanje velja AjuAsu ... VA, =Gin A;nA; = N za i # j (poljubna 2 razlitna dogodka
sta nezdruzljiva).

Povejte primer poskusa in opiSite nekaj dogodkov v tem poskusu. lzrazite jih
z elementarnimi dogodki vzorénega prostora. Kateri med njimi so nemogoci,
gotovi, elementarni in kateri sestavljeni dogodki?

Tilen mece igralno kocko.

Vzoréni prostor sestoji iz 6 elementarnih dogodkov: pade 1 pika (F1), padeta 2 piki (F2),
padejo tri pike (E3), padejo 4 pike (E4), pade 5 pik (Es) in pade 6 pik (Eg).

Iz elementarnih dogodkov lahko sestavljamo sestavljene dogodke.

Dogodek Eg, da pade sodo §tevilo, je sestavljen:

ESZEQUE4UE6.

Dogodek FEoape, da pade Stevilo 2022, je nemogoéi dogodek.

Dogodek Ej, da pade enomestno stevilo, je gotovi dogodek.
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100 Verjetnostni racun

Definirajte vsoto in produkt dogodkov.

Vsota dogodkov A in B je dogodek Au B, ki se zgodi, ko se zgodi vsaj eden od dogodkov
Ain B.

Produkt dogodkov A in B je dogodek A n B, ki se zgodi, ko se zgodita dogodka A in
B hkrati.

Kdaj sta dva dogodka nezdruZljiva in kdaj zdruZljiva? Kako izratunamo verje-
tnost vsote dveh zdruzljivih dogodkov?

Dogodka A in B sta nezdruzljiva, ¢e je njun produkt nemogo¢ dogodek:
An B=N.
Dogodka A in B sta zdruzljiva, ¢e nista nezdruzljiva.
Verjetnost vsote dveh zdruzljivih dogodkov je enaka vsoti verjetnosti dogodkov A in B,
zmanjSani za verjetnost produkta dogodkov A in B:
P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(An B).

Kdaj sta dva dogodka odvisna in kdaj neodvisna? Kako izratunamo verjetnost
produkta dveh odvisnih dogodkov?

Dogodka A in B sta odvisna dogodka, ¢e je verjetnost enega od njiju odvisna od tega,
ali se drugi zgodi ali ne.

Verjetnost produkta dveh odvisnih dogodkov A in B je produkt verjetnosti dogodka A
in verjetnosti, da se zgodi dogodek B, ob pogoju, da se je zgodil dogodek A, in obratno:

P(An B) = P(B) - P(A|B) = P(A) - P(B|A).

Dogodka A in B sta neodvisna, kadar verjetnost dogodka A ne vpliva na verjetnost
dogodka B in obratno. Z drugimi besedami, dogodek B je neodvisen od dogodka A, ¢e je

P(B|A) = P(B).
Posledi¢no velja, da je verjetnost produkta dveh neodvisnih dogodkov enaka produktu
verjetnosti posameznih dogodkov
P(An B)=P(A)-P(B).
Povejte primer dveh neodvisnih dogodkov in izracunajte verjetnost produkta
teh dveh dogodkov.

Tvana mece dve igralni kocki. Naj bo A dogodek, da na prvi kocki pade Sestica, in B
dogodek, da na drugi kocki pade liho stevilo. Dogodka A in B sta neodvisna, ker se
Sestica na prvi kocki zgodi neodvisno od izida na drugi kocki.

Verjetnost dogodka A n B, da na prvi kocki pade Sestica, na drugi kocki pa liho stevilo,
je enaka:

P(AnB)=P(A)-P(B) =
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101 Verjetnostni racun

Kaj je relativna frekvenca danega dogodka? Definirajte empiri¢no (statisti¢no)
verjetnost.

Denimo, da nek poskus ponovimo n-krat in pri tem tejemo, kolikokrat se v n ponovitvah
zgodi nek dogodek A. To oznadimo z ny. Potem je

na
fa=—
n

relativna frekvenca dogodka A.

Limita f4, ko gre n — o0, je verjetnost dogodka A.

Povejte klasi¢no (matemati¢no) definicijo verjetnosti.

Naj vzoréni prostor nekega poskusa sestoji iz n elementarnih dogodkov, od katerih je m ta-
kih, pri katerih se zgodi dogodek A. Ce so vsi elementarni dogodki med seboj enakovredni
(enako verjetni), je verjetnost dogodka A enaka

P(A) =

m
n

Definirajte pogojno verjetnost.
Pogojna verjetnost (oznaka: P(A|B)) je verjetnost, da se zgodi dogodek A, pod pogo-
jem, da se je zgodil neki drugi dogodek B. Velja
P(An B)
P(B)

Vzoréni prostor v tem primeru predstavljajo le elementarni dogodki, ki so ugodni za
dogodek B.

P(A|B) =

Definirajte Bernoullijevo zaporedje neodvisnih poskusov. Kako izra€unamo
verjetnost, da se v n ponovitvah poskusa dani dogodek zgodi natanko k-krat?

Bernoullijevo zaporedje poskusov je tako zaporedje neodvisnih poskusov, da se v
vsakem poskusu zgodi ali dogodek A ali njegov nasprotni dogodek A’.

Denimo, da nek poskus ponovimo n-krat in pri vsakem poskusu opazujemo, e se je zgodil
nek dogodek A s poznano verjetnostjo P(A) = p.

Verjetnost P(n,p, k), da se v n neodvisnih poskusih dogodek z verjetnostjo p zgodi natanko
k-krat, je

Py ) = (1)t - oyt

Povejte primer zaporedja neodvisnih poskusov, ki ni Bernoullijevo zaporedje
neodvisnih poskusov.

Carovnica Betka ima v pisarni ¢udezno kosarico bonbonov. Namreé, ko gost iz koSarice
na slepo vzame bonbon, je verjetnost, da dobi ¢okoladnega, vedno enaka 0,1, verjetnost,
da dobi limoninega, vedno enaka 0,3, verjetnost, da dobi jagodnega, pa vedno enaka 0,6.
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Nekega nevihtnega popoldneva se pri carovnici Betki oglasi coprnica Marta, ki iz Betkine
kosare zaporedoma izvlece pet bonbonov.
Zaporedje Martinih poskusov ni Bernoullijevo, ker se ob vsakem poskusu lahko zgodijo

trije dogodki (izvlece ¢okoladen, limonin ali jagodni bonbon), pri Bernoullijevem zaporedju
pa se v vsakem poskusu zgodi nek dogodek ali njegov nasprotni dogodek.
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102 Statistika

Opisite osnovne statisti¢ne pojme.
Populacija in vzorec (reprezentativen, slu¢ajen).

Populacija je konéna ali neskonéna mnozica, ki jo statisti¢no preucujemo.

Vzorec je konéna podmnozica populacije, na kateri preu¢ujemo nek pojav. Vzorec je
reprezentativen, ¢e so elementi izbrani tako, da kar najbolje predstavljajo lastnosti
celotne populacije.

Vzorec je sluéajen, Ce elemente izberemo nakljuéno.

Statistitna enota in statistitna spremenljivka (znak).

Statisti¢na enota je posamezni element populacije.

Statisti¢na spremenljivka ali statisti¢ni znak je merljiva lastnost posamezne stati-
sticne enote, ki je predmet statisti¢nega preucevanja.

Statistitni parameter.

Statisti¢ni parameter je znacilnost populacije kot celote.

Razlozite razliko med Stevilskimi in opisnimi statisticnimi spremenljivkami ter
razliko med zveznimi in diskretnimi Stevilskimi statisti€nimi spremenljivkami.

Stevilske statisti¢ne spremenljivke so podane s dtevilkami (ocena, stevilo dosezenih
tock, masa, izid glasovanja), medtem ko so opisne statisti¢ne spremenljivke podane
opisno, nestevilsko (spol, poklic, najljubsi parfum).

Stevilske statisticne spremenljivke so lahko diskretne, kar pomeni, da zavzamejo le
celostevilske vrednosti, ali zvezne, kar pomeni, da lahko zavzamejo poljubno vrednost
na nekem intervalu.

Povejte primer statisti¢ne naloge in na njem razloZite osnovne statisticne
pojme.

Ciril bi rad preudil pogostost pregledovanja Solske elektronske poSte pri dijakih neke slo-
venske srednje Sole, saj mu profesorji v zadnjem ¢asu porocajo o vse veéji neodzivnosti
dijakov. V ta namen da razdeliti anketne listiCe med 100 nakljuéno izbranih dijakov, na
katerih dijaki zapiSejo, kolikokrat na dan pregledajo elektronsko posto.

V tem primeru so populacija dijaki te srednje Sole, vzorec je 100 nakljuéno izbranih dijakov
(vzorec je v tem primeru sluCajen), statisticna enota je dijak/dijakinja Sole, statistiéna
spremenljivka je pogostost pregledovanja Solske elektronske poste, statisticni parameter
pa odzivnost dijakov.
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103 Statistika

Definirajte frekvenco, relativno frekvenco in kumulativno frekvenco statisticne
spremenljivke (znaka).

Frekvenca (oznaka: f) je Stevilo ponovitev posamezne vrednosti statisticne spremen-
ljivke.

Relativna frekvenca (oznaka: f 0) je delez posamezne vrednosti statisticne spremenljivke
glede na celoto. Velja
P=L
N
Kumulativna frekvenca F' je stevilo vseh vrednosti statisticne spremenljivke, ki so
manjSe ali enake neki vrednosti.

Opisite tri nacine grafitnega prikazovanja podatkov.

Krozni (tortni) diagram ali strukturni krog je nacin grafi¢cnega prikazovanja podatkov,
pri katerem celota (100 %) pomeni cel krog, torej 360°. Deleze posameznih vrednosti
statisticne spremenljivke ali frekvenénih razredov prikazemo s kroznimi izseki, katerih
srediscni koti so sorazmerni z relativnimi frekvencami posameznih vrednosti ali frekvenénih
razgredov.

Stolpi¢ni diagram je prikaz podatkov, pri katerem z visino stolpca predstavimo frekvenco
nekega podatka ali frekvencénega razreda. Lo¢imo leZeci in pokonéni stolpi¢ni diagram.

Histogram uporabimo, ko imamo urejene podatke ali pa tudi grupirane. Visine stolpcev
histograma, predstavljajo frekvence posameznih podatkov ali frekvenénih razredov. Sirina
stolpca pa predstavlja bodisi Sirino frekvencnega razreda bodisi je Sirina prilagojena tako,
da je podatek, ki ga stolpec predstavlja, na sredini 8irine stolpca.

Frekvenéni poligon dobimo tako, da sredine vrhov stolpcev histograma povezemo z
lomljeno ¢rto. Pri tem pa dodamo Se dva stolpca. Ta pripadata prvemu in zadnjemu
podatku ali frekvenénemu razredu s frekvenco 0, zato imata ta dva stolpca vigino 0. To
pomeni, da se frekvenéni poligon vedno za¢ne in konéa na osi x.
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104 Statistika

Definirajte aritmeti¢no sredino (povpretje) podatkov,

Naj bodo z1,z2 ... x, Stevilski podatki, ki se v danem nizu pojavljajo s frekvencami fi,
fo ... fn. Potem je njihova aritmetic¢na sredina enaka

fliL'l + foxo+ -+ fuzn
i+t +h

T =

Aritmeticna sredina pove, kakdno vrednost bi zavzela spremenljivka na vsaki enoti, ¢e bi
vsoto vseh vrednosti razdelili enakomerno na vse enote populacije.

Definirajte modus podatkov. Kako ga dolo¢imo?

Modus ali gostis€nica (oznaka: Mo) je podatek, ki je v naboru podatkov najpogostejsi.
Ce imajo v naboru podatkov vsi podatki enako frekvenco, potem ta nabor nima modusa.
Modusov je lahko tudi ve€.

Kdaj je porazdelitev podatkov bimodalna?

Porazdelitev je bimodalna, ¢e ima dva modusa. To pomeni, da se dve vrednosti v naboru
pojavita enako pogosto.

Definirajte mediano podatkov. Kako jo izratunamo v odvisnosti od Stevila
podatkov?

Mediana ali srediSénica (oznaka: Me) je podatek, ki lezi natanéno na sredini po velikosti
urejenih podatkov.

Ce je stevilo podatkov nabora liho, je mediana srednji podatek.

Ce je stevilo podatkov nabora sodo, je mediana aritmeti¢na sredina dveh osrednjih vre-
dnosti.

Definirajte kvartile.

Mediana nam podatke razdeli na dva dela. Za vsako od teh dveh polovic (pri tem ne
Stejemo podatka/podatkov, ki smo ga/ju vkljuéili v izra¢un mediane) lahko ponovno
izra¢unamo mediano. Pri tem nastanejo kvartili:

e prvi kvartil (oznaka: Q1) je mediana prve polovice podatkov,
e drugi kvartil (oznaka: ()2) je mediana vseh podatkov,

e tretji kvartil (oznaka: Q3) je mediana druge polovice podatkov.
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Kako narisemo $katlo z brki?

Skatlo z brki narisemo tako, da najprej podane stevilske podatke prikazemo na stevilski
premici. Danim podatkom dolo¢imo najmanjso vrednost, najveéjo vrednost, mediano
Me = @9, prvi kvartil (Q1) in tretji kvartil (Q3) in jih s tockami prikazemo na Stevilski
premici. Nad stevilsko premico nariSemo pravokotnik z dolzino @3 — ();1. NariSemo daljico
od @1 do najmanjse vrednosti in daljico od @3 do najvecje vrednosti.

najmanj3a najve&ja
vrednost vrednost
spremenljivke spremenljivke
| i
| |
! |
: Q1 mediana Qs :
I
| 1
I |
| I
N - -
2 4 6 8 11
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105 Statistika

Opisite mere razprsenosti in jih prikaZite na primeru.

Imejmo mnozico podatkov {1,1,2,4,5,5,7}.

Variacijski razmik.

Variacijski razmik (oznaka: R) je razlika med najvecjim in najmanjsim podatkom v
danem nizu podatkov:
R = Tmax — Tmin-

Variacijski razmik je v naSem primeru R =7 —1=6.

Med&éetrtinski razmik.

Med¢éetrtinski razmik ali interkvartilni rang (oznaka: IR) je razlika med tretjim in
prvim kvartilom v danem nizu podatkov:

IR = Q3 — Q1.

Dolo¢imo mediano Me = 4 ter prvi kvartil Q)1 = 1 in tretji kvartil Q3 = 5. Medcetrtinski
razmik v nasem primeru je IR=5—1=4.

Standardni odklon.

Standardni odklon (oznaka: o) je eden izmed parametrov, ki povedo, za koliko v pov-
pre¢ju vrednosti statisti¢ne spremenljivke odstopajo od povpreéne vrednosti. Izrac¢unamo
ga kot kvadratni koren povpre¢ja kvadratov odmikov od povpretne vrednosti:

Q
[
S|

Z (zr — T)2.
k=1

1414244454547 _

° % Vrednost standardnega od-

Povprecéje podatkov v mnozici je T =
klona v naSem primeru je
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5. - - . . .
t;k Opisite znadilnosti normalne (Gaussove) porazdelitve statisti¢nih podatkov.

Normalna porazdelitev (tudi Gaussova porazdelitev) je verjetnostna porazdelitev vre-
dnosti statistitnih enot v statisti¢ni populaciji, ki je v grafi¢ni predstavitvi oblikovana v
obliki normalne krivulje.

Standardna normalna porazdelitev je porazdelitev vrednosti s povprejem (aritmetic¢no
sredino) 7 in standardnim odklonom o.

Verjetnost, da se podatek nahaja na intervalu (T — 0,7 + o), je priblizno 68,27 %.
Verjetnost, da se podatek nahaja na intervalu (T — 20, + 20), je priblizno 95,45 %.

Verjetnost, da se podatek nahaja na intervalu (T — 20,7 + 20), je priblizno 99,73 %.
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